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1. DEFINICJE I OZNACZENIA

o V, W, VD .. V) — przestrzenie liniowe.

e v, v1, v9 — wektory w przestrzeni V.

® ¢1,...,6, — baza przestrzeni V.

e v =) a;e; — zapis wektora v w bazie e;. Analogicznie vy = > a;e;.
e w, wy,... — wektory w przestrzeni W.

e fi,..., fn — baza przestrzeni w.

e w =) b;f; — zapis wektora w w bazie f;.

. egr) itp. oznaczajg elementy w przestrzeni V(7).

o VV* W* — przestrzenie sprzezone.

o £ & — wektory z V*.

® 1,...,¢, — baza z V* dualna do e;, tzn. ¢;(e;) = d;;.
e { =) «a;¢; — zapis wektora &.

e 7, 1m — wektory z W*.

® Y1,...,1,, — baza w W* dualna do f.
Inne oznaczenia moga sie zmieniaé.

DEFINICIJA 1. Sumg prostqg przestrzeni V i W nazwiemy przestrzen V @ W wraz z odwzorowa-
niami liniowymi iy : V - VW, iy : W — V & W takimi, ze dla kazdej przestrzeni liniowej
U i kazdej pary odwzorowan a : V — U i b: W — U istnieje doktadniej jedno odzworowanie
a®b: Ve W — U takie, ze nastepujacy diagram jest przemienny

(% W
Vew

Vv w

DEFINICJA 2. Analogicznie, sumg prostq rodziny przestrzeni liniowych {V;};c; nazwiemy
przestrzen Vi = ®;c1 V; wraz z odwzorowaniami ¢; : V; — V7 takimi, ze dla kazdej przestrzeni
liniowej U i dowolnej rodziny odwzorowari liniowych a; : V; — U istnieje dokladnie jedno
odwzorowanie ay : V; — U takie, ze aj o i; = a;.

DEFINICJA 3. Produktem a. iloczynem kartezjariskim przestrzeni V i W nazwiemy przestrzen
V x W wraz z odwzorowaniami liniowymi 7y : V X W — V 7w : V. x W — W takimi, ze
dla kazdej przestrzeni liniowej U i kazdej pary odwzorowai a : U — V i b: U — W istnieje
doktadniej jedno odzworowanie a x b : U — V x W takie, ze ponizszy diagram jest przemienny

U
a b
(1) caxb
TV v W
\% VxW w

DEFINICJA 4. Podobnie, iloczynem kartezjanskim rodziny przestrzeni liniowych {V; };c; nazwiemy
przestrzen VI = [Lic; Vi wraz z odwzorowaniami 7; : V7 — V; takimi, ze dla kazdej przestrzeni
liniowej U i dowolnej rodziny odwzorowan liniowych b; : U — V; istnieje dokladnie jedno
odwzorowanie by : U — V7 takie, ze m; o by = b%.



DEFINICJA 5. Iloczynem tensorowym przestrzeni V i W nazwiemy przestrzen liniowg V &
W wraz z odwzorowaniem dwuliniowym b : V x W — V ® W taks, ze dla kazdej formy
dwuliniowej A(v,w) : V x W — U o wartoéciach w przestrzeni liniowej U istnieje doktadnie
jedno odwzorowanie liniowe A : V @ W — U takie ze diagram jest przemienny:

VxW

VoW

2) A

b )

s
U
DEFINICJA 6. Iloczynem tensorowym przestrzeni VD ... V(" nazwiemy przestrzen liniowa,
VD ... @ V™ wraz z odwzorowaniem n—liniowym b, : VWD x .. . x VW - vD g @yv®
taka, ze dla kazdej formy n—liniowej A(vi,...,v,) : V) x ... x V" — U o wartosciach w
przestrzeni liniowej U istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe A : VW ®. .. @ V™ — U
takie ze diagram analogiczny do 2 jest przemienny.

DEFINICJA 7. k—krotnym iloczynem zewnetrznym a. skoSnym przestrzeni V' (lub k—ta potega
zewnetrzna) nazwiemy przestrzeri liniowa AFV wraz z odwzorowaniem k—liniowym b : V x

. XV — AFV taka, ze dla kazdej formy k—liniowej antysymetrycznej A(vi,vo,...,v,) :
V x...xV — U o wartoSciach w przestrzeni liniowej U istnieje doktadnie jedno odwzorowanie
liniowe A : A¥V — U takie ze ponizszy diagram (3) jest przemienny:

b

Vx---xV ARV

(3) A

S

L
U

DEFINICJA 8. k—krotnym iloczynem symetrycznym przestrzeni V (lub k—tg potega symetryczng)

nazwiemy przestrzern liniows Sym” (V) wraz z odwzorowaniem k—liniowym b:V x ... xV —

SymF (V) taka, ze dla kazdej formy k—liniowej symetrycznej A(vi,va,...,vn) : Vx...xV — U

o wartosciach w przestrzeni liniowej U istnieje dokladnie jedno odwzorowanie liniowe A :

Sym* (V) — U takie ze diagram (3) (z odpowiednimi zmianami) jest przemienny:

DEFINICJA 9. Ustalamy konwencje, ze A'V =V i Sym!'V = V.
2. STRZALKOLOGIA

ZADANIE 2.1. Korzystajac z Definicji 1 wykaz, ze jesli mamy odwzorowanie ay : V — V' i
aw : W — W' to istnieje doktadnie jedno odwzorowanie ay @ aw : V & W — V' & W’ takie,
ze nastepujacy diagram jest przemienny:

1y iw
|4 VeWw w
ay ay D aw  aw
AV v W
14 View’ w’

ZADANIE 2.2. Sformuhuj i wykonaj zadanie 2.1 zamieniajgc sume prosta dwoch przestrzeni
(a) iloczyn kartezjariski dwoch przestrzeni. Stworz przeksztalcenie a, x ay : V x W —
Vix W'
(b) iloczyn tensorowy dwoch przestrzeni.
(c) sume prosta, iloczyn kartezjariski i iloczyn tensorowy r przestrzeni VD ... V().
(d) iloczyn zewnetrzny i iloczyn symetryczny.



ZADANIE 2.3. W terminach bazy e;, f; przestrzeni V i W opisz baz¢ przestrzeni VoW, V x W,
VoW, A2V, ARV, Sym?(V), Sym¥ (V). Postaraj sie, aby zwlaszcza w bazie przestrzeni AV
nie pojawialy sie jakie§ dodatkowe state.

ZADANIE 2.4. Wykaz, ze AFV c V©®F (ten ostatni napis oznacza k—krotne pomnozenie przez
siebie przestrzeni V') oraz Sym* (V) c V®F,

ZADANIE 2.5. Opisz odwzorowanie (podaj jawny wzor) b : V x W — V @ W okreslone w
definicji 5.

ZADANIE 2.6. Pokaz, ze V@V = A2V @ Sym?(V). Wykaz, ze w przypadku wyzszych iloczynéw
taka wtlasnos¢ nie zachodzi.

ZADANIE 2.7. Niech v1 @ v, ® - @ v, € V®". Wykaz, ze dla A € R element A > vy, ® vy, ®
UEZTL

-+ ® v, nalezy do Sym™(V') (¥, to grupa permutacji, o : (1,...,n) — (o1,...,0,). Dobierz

wspolezynnik ) tak, aby otrzymane odwzorowanie V®" — Sym™ (V') bylo rzutowaniem.

ZADANIE 2.8. Niech v @y ®---@u, € VO, Wykaz, ze dla A € R element A 3. (—1)I%lv,, ®
O'GEn

Vgy ® -+ ® g, nalezy do A"(V) ((—1)l°! jest znakiem permutacji). Dobierz wspotczynnik A
tak, aby otrzymane odwzorowanie V" — A™(V') bylo rzutowaniem.

ZADANIE 2.9. Niech V =R2, V! =R3 W =R2, W' =R i ay = ((%) ?) oraz aw = (—1 2) w
standardowych bazach. Znajdz macierz przeksztatcen ay ® aw, ay X aw, ay ® aw, ay A ay,
a2y« Sym?(W) — Sym?(W') w bazach opisanych w zadaniu 2.3.

ZADANIE 2.10. Udowodnij, ze V* ® V* parametryzuje wszystkie formy dwuliniowe z V do R.
Przy tym A%2V* parametryzuje formy antysymetryczne, zag Sym?(V) — formy symetryczne.

ZADANIE 2.11. Wykaz, ze (V @ W)* ~ V* @ W*. Ten izomorfizm nie opiera si¢ wylacznie
na poréwnaniu wymiaréw przestrzeni liniowych, to znaczy jest kanoniczny a. funktorialny a.
naturalny (ilosé okresleni jest zastraszajaca) w tym sensie, ze je$li mamy dwa odwzorowania
liniowe ay : V — V' iaw : W — W' i dualne do nich aj, : (V')* — V*, afj, : (W')* — W* to
(av ® aw)* = ay, @ ajy .

ZADANIE 2.12. Okredlajac izomorfizm z zadania 2.11 iy : (V @ W)* ~ V* @ W* sformuluj
warunek funktorialnosci poprzez narysowanie pewnego diagramu.

ZADANIE 2.13. Wykaz, ze V@ (V' @ V") = (Ve VeV =V V' e V"

ZADANIE 2.14. Udowodnij, Ze istnieje naturalne odwzorowanie dwuliniowe z V& x V& —
V®E+H) - Odwzorowanie to nazwiemy mnozeniem tensoréw przez siebie.

ZADANIE 2.15. Wykaz, ze V@ W ~ V x W. Czy istnieje kanoniczny izomorfizm miedzy tymi
przestrzeniami?

ZADANIE 2.16. Niech L(V,W) bedzie przestrzenig przeksztalcen liniowych z V do W. Wykaz,
ze istnieje izomorfizm iy : L(V,W) - V* @ W.

ZADANIE 2.17. Pokaz, ze izomorfizm iy z zadania 2.16 jest kanoniczny, to znaczy dla odw-
zorowania by : V' — V iawy : W — W' odwzorowania iy 1 iy sg takie ze nastepujacy,
skomplikowany diagram jest przemienny,

by aw
LV, W) LV, W) LV, W)
AVaAT Y4 (27417 yw
by ™ ® idwy idy+ ® aw
(VHY*oW VoW VoW’

gdzie by i aw sa odwzorowaniami skladania: jesli dane jest [ = I(v) € L(V,W), to I €
L(V',W) dane jest przez I'(v') = U'(by (v')), al” € L(V,W') przez I" (v) = aw (l(v)).

ZADANIE 2.18. Niech V()| V() i W bedg przestrzeniami liniowymi. Wykaz, ze (VD gV )@
We~vVO oW e VA @ W, czyli mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.



ZADANIE 2.19. Niech V(1) i V(2) bedg przestrzeniami liniowymi oraz V = V) @ V®) . Wykaz,
2e A2V ~ A2V g VDoV @) ¢ A2V(2). Pokaz, ze taka sama zalezno$é zachodzi dla iloczynéw
symetrycznych.

ZADANIE 2.20. Niech V), V() i V bedg jak w zadaniu 2.19. Wyprowadz wzoér na A"V oraz
Sym™ (V') analogiczny do 2.19..

ZADANIE 2.21. Rozpatrzmy rodzine przestrzeni liniowych jednowymiarowych {V}, }en. Wykaz,
ze Bnen Vi jest zbiorem ciagow (aq, a9, as, ... ,ax,0,...), ktore od pewnego miejsca sg zerowe.

ZADANIE 2.22. Rozpatrzmy rodzine przestrzeni V,, z zadania 2.21. Wykaz, ze [], .y Vi jest
zbiorem wszystkich ciggéw (a1, ..., ak,...), a wiec jest istotnie rozny od sumy prostej. Wska-
zoéwka: aby pokazac ze dany ciag a, lezy w produkcie, rozwaz rodzine odwzorowan k,, : V;, — R,
kn(z) = ay - x.

ZADANIE 2.23. Wykaz, ze dla dowolnej rodziny przestrzeni liniowych Vj;c; istnieje naturalne
odwzorowanie ®V; — [[V;, ktorego jadro jest zerowe. Wskazowka: rozpatrz odwzorowania
id; - V; = V.

3. MACIERZOWE PRZEDSTAWIENIE ILOCZYNOW TENSOROWYCH

Niektore z tych zadani sie powtarzajg, rozni sie tylko sformutowanie. Nie nalezy sie tym
przejmowac.

ZADANIE 3.1. Wykaz, ze iloczyn tensorowy przestrzeni V* i W* mozna przedstawi¢ w postaci
macierzowej, tak, ze element ¢; ®1); odpowiada macierzy M;;, ktéra ma na (4, j)—tym miejscu
1, a poza tym zera. (Scigle: skonstruuj izomorfizm miedzy V* ® W* a przestrzenia macierzami
n X m.)

ZADANIE 3.2. Rozpatrzmy V* ® V* traktowane jako macierze (zob. zadanie 3.1). Jakim
macierzom odpowiadaja elementy A2V* C V* @ V* i Sym?(V*)?

ZADANIE 3.3. Rozpatrzmy macierz n x m. Wiadomo, ze macierz taka zadaje odwzorowanie z
V do W, co sugeruje, ze macierz jest elementem z L(V, W), czyli V* @ W (zob zadanie 2.16).
Z drugiej strony macierz jest elementem V* x W* (zob. zadanie 3.1). PrzeSledz, w ktérym
miejscu dokonywane jest tajne utozsamienie przestrzeni V z jej przestrzenig dualng V™.

ZADANIE 3.4. Skoro L(V,W) =V*@ W, to L(V,W)* = W*®V (zobacz zadania 2.11 i 2.16).
Jaka operacje zadaje przejécie do przestrzeni dualnej na macierzach? (por. zadanie 3.1)

ZADANIE 3.5. Niech {g;j}i=1 j—1n,m bedzie zbiorem liczb. Wykaz, ze formuta (v,w) —
n,m
Y~ gijviw; zadaje forme dwuliniowg na przestrzeni V' x W (oznaczenia jak na poczatku
i=1,j=1
zadan). Jakiemu elementowi z (V ® W)* odpowiada ta forma?

ZADANIE 3.6. Teraz niech E bedzie przestrzenig liniows z bazg standardowg €1,...,cx. Za-
n,m

tozmy, ze {gij}?:’?jzl sa elementami z E. Wykaz, ze formula (v,w) — > ¢ijv;w; zadaje
i=1,j=1
element z (V @ W)* @ E (takie co$ nazywamy formg dwuliniowa o wartosciach w E).

ZADANIE 3.7. Niech teraz oznaczenia takie, jak w zadaniu 3.6. Zal6zmy, ze E = U* dla pewne;]
n,m
przestrzeni U. Wykaz, ze odwzorowanie (v,w,u) — >  v;w;g;j(u) zadaje element forme
i=1,j=1
trojliniowg na V x W x U o wartosciach w R.

ZADANIE 3.8. Niech oznaczenia takie, jak w 3.7. Rozpatrujemy odwzorowanie (v,u) —
n,m
I(u,v) = > vigij(u);. Wykaz, to odwzorowanie zadaje forme dwuliniowg na U x V
i=1,j=1
o wartosciach w W*.

ZADANIE 3.9. Analogicznie rozumujac, jak w zadaniu 3.8 wykaz, ze odwzorowanie u — J(u) =

n,m
Y. 9ij(u)gip; zadaje przeksztatcenie liniowe z U w V* @ W™,
i=17=1



ZADANIE 3.10. Niech g;;; bedzie zbiorem liczb dla 4, j,k = 1,...,n. Wykaz, ze przeksztalcenie
(v, v?,0%) — Egijkv}v]zvg zadaje forme trojliniowg na przestrzeni V. Znajdz element z

V*® V*® V*, ktory ona reprezentuje.
ZADANIE 3.11. Sformutuj i udowodnij analog zadania 3.10 dla form k—liniowych

ZADANIE 3.12. Sformutuj warunki na uklad g, z zadania 3.10 konieczne i dostateczne do
tego, aby uzyskana forma byla (a) — symetryczna, (b) — antysymetryczna.

ZADANIE 3.13. Niech g;, ;, zadaje k—forme (czyli forme k—liniows) na V. Wykaz, ze analog-
icznie do zadania 3.8 dla k1 4+ ko = k na taka k—forme mozna patrzeé¢ jak na forme ki —liniowa
o wartogciach w (V*)®*2, Na ile sposobéw mozna taks forme wybraé?

ZADANIE 3.14. Niech dane bedg dwie formy g;, . Pji..giy 1 <'ig, Jp < m na W. Wykaz, ze

odwzorowanie (w®),... w*+)) — Zgil,...,ikhj17...7jlw§11) . ..wgf)wg.]fﬂ) . ..wj(-fﬂ) zadaje forme
(k +1)—liniowa na W. W ten sposob mamy odzworowanie (W*)&F x (W*)® — (W*)@(k+),

Uzasadnij, ze jest to to samo odwzorowanie, co w zadaniu 2.14 dla przestrzeni V = W*.

)

4. TLOCZYNY ANTYSYMETRYCZNE W R3 1 R”.

W tym rozdziale stowo forma oznacza zawsze forme k—liniowg antysymetryczng o wartos-
ciach w R. Jest to konwencja niezgodna z ogdlng terminologiq w algebrze liniowej, a wtasciwa
geometrii rézniczkowej.

ZADANIE 4.1. Oblicz wymiar przestrzeni A?(R3)*. Jedli eq, €2, e3 s3 bazg przestrzeni R3, znajdz
baze AZR3.

ZADANIE 4.2. Niech (v,w) — v x w bedzie standardowym iloczynem wektorowym w R3.
Wykaz, ze jest to odwzorowanie dwuliniowe, antysymetryczne o wartociach w R? (a wiec
element A%(R3?)* @ R?).

ZADANIE 4.3. Wykaz, ze dla dowolnego rzutowania 7 : R® — R odwzorowanie (v,w) —
7(v x w) zadaje na R? forme¢ dwuliniowa. Udowodnij, ze dla kazdej formy dwuliniowej w(v, w)
na R? istnieje takie 7, ze w(v, w) = (v x w).

ZADANIE 4.4. Niech v = (v1,v2,v3). Rozpatrzmy 2—forme w, = v1paAP3+v203AP1+v301 ADa.

Wykaz, ze w,(u,w) = det 112 , gdzie u, v, w zapisujemy jako wektory poziome.

ZADANIE 4.5. Wykaz, ze forma w,(u,w) = v - (u x w). W szczegdlnosci w,(u, w) = 0 jesli
v € lin(u,w).

ZADANIE 4.6. Uogolniamy wyniki na R™. Oblicz wymiar przestrzeni A" 1(R")* i znajdz jej
baze.

ZADANIE 4.7. Rozpatrujemy uklad wektorow vs,...,v, € R™ Niech A (c6z za oryginalne
oznaczenie!) bedzie macierzg utworzong przez te wektory, za§ Ay — wyznacznikiem macierzy
(n—1) x (n—1) powstalej z Ay poprzez wykreslenie k—tego wiersza (lub kolumny, zaleznie od
tego czy wektory piszemy poziomo, czy pionowo). Wykaz, ze odwzorowanie I, : (va, ..., v,) —
(Ai,...,A,) jest forma (n —1)—liniowa o wartosciach w R". To odwzorowanie nazwiemy dalej
n—wymiarowym tloczynem wektorowym.

ZADANIE 4.8. Wykaz, ze dla dowolnego rzutowania 7 : R — R wielko$¢ 7 o I,, zadaje forme
(n — 1)—liniowg na R™. Ponadto kazda forma (n — 1)—liniowa na R™ powstaje w ten wtasnie
sposob (zob 4.3).

u

v2
ZADANIE 4.9. Niech u = (uq,...,u,). Rozpatrzmy odwzorowanie wy,(ve,...,v,) = det ( : >

Un
Wykaz, ze jest to forma (n — 1)—liniowa na wektorach (ve,...,v,) i1 jest ona réwna u -
I, (va, ..., vy) (I, zostalo okreslone w zadaniu 4.7). Pokaz, ze w,, znika, jesli u € lin(va, ..., vy,).

ZADANIE 4.10. Zapisz forme w, w bazie przestrzeni A" '(R")*. Uwaga! Proste uogélnienie
zapisu z zadania 4.4 nie pracuje dla n parzystego. Wyjasnij, dlaczego?



ZADANIE 4.11. Rozpatrzmy rosnacy zbidér indeksow 1 < 47 < ip < -+ < i < n. Dla ukladu
wektorow v, ..., v®*) okreslamy Wiy, in (U1, ..., v) jako wyznacznik macierzy {,Uz(s)}];,bzl‘
Wykaz, ze wj, .. ;, zadajg forme k—liniowg antysymetryczng na przestrzeni V ~ R". Udowod-
nij, ze wszystkie tak uzyskane formy stanowia baze przestrzeni A*V*. Poréwnaj te baze z bazg
znaleziong w zadaniu 2.3.

5. ALGEBRA SYMETRYCZNA I ZEWNETRZNA

ZADANIE 5.1. Rozpatrzmy dwa elementy w; € AFW i wy € AW. Rozpatrujemy element
a(wy,ws) okreslony nastepujaco: najpierw bierzemy wi - wy € WE*+) (zobacz zadania 2.14
i 3.14). Nastepnie bierzemy rzutowanie z W®#+) na AFW . Wykaz, ze a(w,ws) jest dwulin-
iowe.

ZADANIE 5.2. Niech a(wy,w2) bedzie takie jak w zadaniu 5.1 oraz W = V* dla pewnego
W. Wykaz, ze istnieje takie uniwersalne A = A(k,l) € R, niezalezne w szczegolnosci od
V takie, ze dla dowolnego ciggu 1 < iy < --- < ipylen zachodzi Aa(wi; dots,if > Wigs1,mrips) =
Wiy ,....ip4; (definicje w zadaniu 4.11). Odwzorowanie (wi,w2) — Aa(wi,w2) nazwiemy iloczynem
zewnetrznym i oznaczymy przez wi A wa.

ZADANIE 5.3. Zapisz iloczyn zewnetrzny w bazie z zadania 2.3.
ZADANIE 5.4. Pokaz, ze iloczyn zewnetrzny jest taczny, tj. a A (bAc) = (a Ab) Ac.
ZADANIE 5.5. Udowodnij, ze dla elementéw z AW: w1 w,y mamy wi A ws = —ws A wi.

ZADANIE 5.6. Wykaz, ze iloczyn dwoch dowolnych elementow z A¥WW i AYW k i [ nieparzystego
jest antyprzemienny, tj. wi Awg = —wa A wy.

ZADANIE 5.7. Niech w; € A*V, wy € A'V. Wykaz, ze wi A wy = +ws A w; i znajdz znak w
zaleznosci od k1 [.

ZADANIE 5.8. Dla dwoch elementow x, € Sym*W, zo € Sym!'W okreslamy ich iloczyn ana-
logicznie jak w zadaniu 5.1: najpierw bierzemy x; - x2 € Wkt 5 nastepnie rzutujemy go na
SymFt!l. Uzyskany w ten sposob element b(z,x2) wymnazamy przez stata A(k,1) okreslona
w 5.2. W ten sposob otrzymujemy element x1xs. Wykaz, ze x1x9 zalezy liniowo od x1 i xo.

ZADANIE 5.9. Udowodnij, ze mnozenie symetryczne jest tgczne i przemienne.

ZADANIE 5.10. Wykaz, ze dla dwoch elementéw z bazy przestrzeni odpowiednio SymFW i
Sym!W ich iloczyn jest elementem bazy Sym* W (baze bierzemy z zadania 2.3.

ZADANIE 5.11. Udowodnij, ze kazdy element z bazy Sym* W moze zosta¢ zapisany jako
iloczyn pewnego elementu z bazy Sym*W i Sym!W.

ZADANIE 5.12. Wykaz, ze przestrzenn Sym*W izomorficzna z przestrzenig wielomianéw jed-
norodnych stopnia k od wspoélrzednych fi,..., fn. Przy tym utozsamieniu odwzorowanie
SymFW x Sym!W — Sym*T'W jest po prostu mnozeniem wielomianéw.

ZADANIE 5.13. Rozpatrzmy zbiér SymW def k>0 SymFW , gdzie przyjmujemy Sym°W = R.

.....

wielomianow R[f1, ..., fm]-



