
OBLICZANIE exp OD MACIERZYMACIEJ BORODZIKStreszzenie. Te notatki zawieraj¡ w miar� ±isªe i, mam nadziej�,równie» w miar� przejrzyste wyja±nienie, dlazego dziaªa algorytm wyliza-nia e do maierzy. W pierwszym kroku wyja±niamy, dlazego dziaªadla maierzy o ró»nyh warto±iah wªasnyh, drugi pokazuje, »e takiemaierze s¡ g�ste. Trzy nast�pne kroki pokazuj¡, »e wspóªzynniki s¡i¡gªe jako funkje o warto±i wªasnyh. W ostatnim kroku rozprawiamysi� z problemem, »e warto±i wªasne maierzy A nie zale»¡ w sposóbi¡gªy od maierzy.To jest pierwsza wersja notatek, mo»e zawiera¢ pewne literówki, b¡d¹niedopowiedzenia. B�d� wdzi�zny za konstruktywne uwagi.WprowadzenieNieh A b�dzie maierz¡ o wymiarah n×n i warto±iah wªasnyh λ1, . . . , λk,przy zym krotno±¢ warto±i wªasnej λi jest równa mi. Mamy wi� ∑

mi =
n. Rozwa»my wielomian

P (x) = a1x
n−1 + · · · + an,gdzie ai s¡ tak dobrane, aby zahodziªo:

P (λ1) = eλ1 . . .
∂

∂λ
P |λ=λ1

= eλ1 . . .
∂m1−1

∂λm1−1
P |λ=λ1

= eλ1

. . . . . . . . . (1)
P (λk) = eλk . . .

∂

∂λ
P |λ=λk

= eλk . . .
∂mk−1

∂λmk−1
P |λ=λk

= eλ1Twierdzimy, »e wtedy
eA = a1A

n−1 + a2A
n−2 + · · · + an−1A+ anI. (2)Celem tyh krótkih notatek jest przedstawienie skomplikowanego dowodutego faktu.Krok 1. Maierze diagonalne i diagonalizowalneDla maierzy diagonalnej o warto±iah wªasnyh λ1, . . . , λn mamy

eA =









eλ1 0 . . . 0
0 eλ2 . . . 0
. . .
0 0 . . . eλn
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2 MACIEJ BORODZIKZ drugiej strony,
a1A

n−1 + · · · + anI =









P (λ1) 0 . . . 0
0 P (λ2) . . . 0
. . .
0 0 . . . P (λn)







Oznaza to, »e je±li tylko speªnione jest wyj±iowe równanie � które w tymprzypadku ma posta¢ � eλi = P (λi) (pod warunkiem, »e warto±i wªasnes¡ ró»ne) � to obie strony równania (2) si� zgadzaj¡.Dla maierzy diagonalizowalnyh sytuaja jest podobna: obserwujemy, »eje±li dla maierzy A zahodzi (2), to dla dowolnego sprz�»enia B = CAC−1,te» zahodzi (2). Wynika to z faktu, »e eCAC−1

= CeAC−1.Oznaza to, »e teza zgadza si� na podzbiorze maierzy diagonalizowalnyh.Krok 2. G�sto±¢ maierzy diagonalizowalnyhW tym kroku poka»emy, »e maierze diagonalizowalne s¡ g�ste.Lemat 1. Je±li maierz A ma parami ró»ne warto±i wªasne, to jest diago-nalizowalna.Dowód lematu, na poziomie szkoªy ponadgimnazjalnej, pomijamy.Twierdzenie 2. Podzbiór maierzy takih, »e ih wielomian harakterysty-zny ma pierwiastek podwójny jest brzegowy (tj. ma puste wn�trze) i domkni�ty.Twierdzenie 2 b�dzie wynikaªo z dwóh nast�pnyh lematów.Lemat 3. Nieh Q(x1, . . . , xn) b�dzie niestaªym wielomianem od n�zmiennyh.Wtedy zbiór {Q = 0} jest domkni�ty i brzegowy.Lemat 4. Istnieje taki wielomian H(a11, . . . , ann), »e maierz A = {aij}
n
i,j=1ma podwójn¡ warto±¢ wªasn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy H(a11, . . . , ann) = 0.Dowód Lematu 3. Domkni�to±¢ zbioru {Q = 0} wynika z i¡gªo±i funkjiwielomianowej. Przypu±¢my, »e istnieje zbiór otwarty U taki, »e Q|U ≡ 0.Wybierzmy x0 ∈ U . Nieh v ∈ R

n. Wtedy funkja Qv(t) = Q(x0 + tv) jestwielomianem jednej zmiennej, który zeruje si� w pewnym otozeniu 0. St¡d
Qv ≡ 0, zyli Q jest równy zero na ka»dej prostej, która przehodzi przez x0.St¡d Q ≡ 0. �Dowód Lematu 4. Po pierwsze wspóªzynniki wielomianu harakterystyznego
p1, . . . , pn s¡ w ozywisty sposób wielomianami od wspóªzynników maierzy.Nieh wi�

C(t) = tn + p1t
n−1 + · · · + pnb�dzie wielomianem harakterystyznym maierzy. Wtedy C ma pierwiastekpodwójny wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(C(t), C ′(t)) 6= 1. Dla dwóhwielomianów

a(t) = art
r + ar−1t

r−1 + · · · + a0

b(t) = bst
s + bs−1t

s−1 + · · · + b0



OBLICZANIE exp OD MACIERZY 3okre±lamy przeksztaªenie M : Ws−1 × Wr−1 → Ws+r−1, gdzie Wk jestprzestrzeni¡ liniow¡ wielomianów od t stopnia o najwy»ej k. Przeksztaªenie
M zadane jest wzorem

M(φ,ψ) = a · φ+ b · ψ.

M jest przeksztaªeniem liniowym mi�dzy przestrzeniami liniowymi tegosamego wymiaru (mianowiie r + s). Ponadto, przy wyborze standardowejbazy w przestrzeniah wielomianów, maierz przeksztaªenia M zapisuje si�wzorem
























a0 0 0 0 . . . 0 0 b0 0 . . . 0
a1 a0 0 0 . . . 0 0 b1 b0 . . . 0
a2 a1 a0 0 . . . 0 0 b2 b1 . . . 0
a3 a2 a1 a0 . . . 0 0 b3 b2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . ar ar−1 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0 ar 0 0 . . . bs























Wyznaznik tej maierzy nazywa si� rezultant¡ wielomianów a, b i oznazasi� go z�sto r(a, b).Obserwujemy, »e r(a, b) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy M nie jest �na�. Toza± oznaza, »e wielomiany a i b maj¡ nietrywialny wspólny dzielnik.Rezultant� wielomianów C i C ′ nazywa si� z�sto dyskryminant¡ wielo-mianu C i oznaza d(C) (z dokªadno±i¡ do staªej). Widzimy, »e d(C) jestwielomianem od wspóªzynników wielomianu C. �Tak wi� twierdzenie jest udowodnione.Krok 3. Ci¡gªo±¢ wspóªzynników wielomianu P . Bezdegeneraji.Aby pokaza¢, »e (2) zahodzi dla wszystkih maierzy A bez wyj¡tku,hemy zaobserwowa¢, »e obie strony równo±i zmieniaj¡ si� w sposób i¡gªy,je±li zmieniamy maierz A. Jako, »e wiemy, »e zbiór, na którym (2) zahodzi,jest g�sty (na podstawie kroków 1 i 2), wystarzy to do dowodu gªównejrówno±i.W tym kroku zaªo»ymy, »e i¡g λ(k) = (λ
(m)
1 , . . . , λ

(m)
k zbiega do λ(0) =

(λ0
1, . . . , λ

0
k), ale m1, . . . ,mk pozostaj¡ staªe, w szzególno±i λ0

i 6= λ0
j dla

i 6= j.Twierdzenie 5. Je±li a
(k) = (a

(k)
1 , . . . , a

(k)
n ) s¡ rozwi¡zaniami równania (1)dla λ(k), to a

(k) → a
(0).



4 MACIEJ BORODZIKDowód. Rozpiszmy porz¡dnie ukªad równa« (1)
eλ1 = a1λ

n−1
1 + a2λ

n−2
1 + · · · + an

eλ1 = (n− 1)a1λ
n−2
1 + (n− 2)a2λ

n−3
1 + · · · + an−1

. . .

eλ1 =
(n− 1)!

(n−m1)!
a1λ

n−m1−1
1 +

(n− 2)!

(n −m1 − 1)!
a2λ

n−m1−2
1 + · · ·+

+ (m1 − 1)!an−m1+1

. . .

eλk =
(n − 1)!

(n−mk)!
a1λ

n−mk−1
k +

(n− 2)!

(n−mk − 1)!
a2λ

n−mk−2
1 + · · ·+

+ (mk − 1)!an−mk+1.

(3)
Na moy twierdzenia o funkji uwikªanej, równania (1) de�niuj¡ funkje
a1, . . . , an jako funkje ró»nizkowalne od λ1, . . . , λk wtedy i tylko wtedy,gdy wyznaznik maierzy M



























λn−1
1 λn−2

1 λn−3
1 . . . λ1 1

(n− 1)λn−2
1 (n− 2)λn−3

1 (n− 3)λn−4
1 . . . 1 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(n−1)!

(n−m1)!λ
n−m1

1
(n−2)!

(n−m1−1)!λ
n−m1−1
1

(n−3)!
(n−m1−2)!λ

n−m1−2
1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λn−1
k λn−2

k λn−3
k . . . λk 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(n−1)!

(n−mk)!λ
n−mk

k
(n−2)!

(n−mk−1)!λ
n−mk−1
k

(n−3)!
(n−mk−2)!λ

n−mk−2
k . . . 0 0

























jest ró»ny od zera. Dla m1 = · · · = mk = 1, maierz M jest maierz¡Vandermonde'a i jej wyznaznik jest równy ∏

i<j(λi − λj). W szzególno±ijest on ró»ny od zera, je±li warto±i wªasne λi s¡ parami ró»ne. W ogólno±iwyznaznik detM mo»na polizy¢ przez indukj� po mi.Lemat 6. Wyznaznik maierzy M jest proporjonalny do ilozynu ∏

i<j(λi−

λj)
mimj z wymiern¡ staª¡ proporjonalno±i.Dowód Lematu 6. Przypu±¢my, »em1, . . . ,mk s¡ poszeregowane w kolejno±imalej¡ej, oraz dla i > l zahodzi mi = 1. Poka»emy, »e je±li teza lematuzahodzi dla (m1, . . . ,ml, 1, . . . , 1), to zahodzi równie» dla (m1, . . . ,mj +

1, . . . ,ml, 1, . . . , 1), gdzie ilo±¢ jedynek jest zmniejszona. Odpowiada to sytu-aji, gdy λk → λj . Dla ustalenia uwagi przyjmiemy, »e j = 1.



OBLICZANIE exp OD MACIERZY 5Nieh vi b�dzie wektorem poziomym (λn−1
i , λn−2

i , . . . , λi, 1). Ponadto,nieh vij = dj

dλ
j
i

vi. Maierz M mo»emy zapisa¢ jako
















v10
v11
. . .

v1,m1−1

. . .
vk0.

















(4)(Przypomnijmy, »e przyj�li±my, i» mk = 1.)Piszemy teraz λk = λ1 + h. Wtedy
vk0 = v10 + hv11 +

h2

2!
v12 + · · · +

hm1

m1!
v1m1

+O(hm1+1). (5)Wstawiaj¡ (5) jako ostatni wiersz i korzystaj¡ z faktu, »e wyznaznik nieulega zmianie przy dodaniu do wiersza kombinaji liniowej innyh wierszy,uzyskujemy
detM =

hm1

m1!
det

















v10
v11
. . .

v1,m1−1

. . .
v1,m1

















+O(hm1+1). (6)Skoro teraz M jest proporjonalny do
∏

i<j<k

(λi − λj)
mimj ·

k−1
∏

i=2

(λi − λk)
mi · (λ1 − λk)

m1 ,wyznaznik maierzy
















v10
v11
. . .

v1,m1−1

. . .
v1,m1















jest proporjonalny do
∏

i<j<k

(λi − λj)
mimj ·

k−1
∏

i=2

(λi − λ1 − h)mi ,z dokªadno±i¡ do wyrazów O(h). Przej±ie z h do zera ko«zy dowód krokuindukyjnego. �Lemat 6 ko«zy dowód twierdzenia. �



6 MACIEJ BORODZIKUwaga 7. Z dowodu wynika, »e dla dowolnego R > 0, na zbiorze |λi−λj| <
1
R
, |λi| < R, funkje a1, . . . , an s¡ lipshitzowskie. Istotnie, wspóªzynnikirównania (3) s¡ ogranizone z góry, za± wyznaznik ukªadu jest oddzielonyod zera na moy Lematu 6.Krok 4. Degeneraja równa«W tej z�±i udowodnimy nast�puj¡eTwierdzenie 8. Nieh λ(i)

1 , . . . , λ
(i)
k b�dzie i¡giem zadanym przez

λ
(i)
1 = λ1

. . .

λ
(i)
k−1 = λk−1

λ
(i)
k = λ1 + h,gdzie h = hi zbiega do zera. Wtedy a

(i) (zyli rozwi¡zanie ukªadu (1) dla λ(i))d¡»y do a, gdzie a jest rozwi¡zaniem ukªadu (1) z parametrami λ1, . . . , λk−1i krotno±iami m1 +mk,m2, . . . ,mk−1. Ponadto, je±li dla 1 ≤ i 6= j ≤ k− 1zahodzi |λi−λj| > 1/R oraz |λi| < R, to ||a(i)−a|| = O(hi), zyli zbie»no±¢jest jednostajna po zbiorah ogranizonyh, je±li λi s¡ rozdzielone.Dowód. Dla uproszzenia przyjmijmy najpierw, »e mk = 1. Nieh tak, jakpoprzednio vi = (λn−1
i , . . . , λi, 1) oraz vij = dj

dλ
j
i

vi. Mamy
vk0 = v10 + hv11 +

h2

2!
v12 + · · · +

hm1

m1!
v1m1

+ hm1+1 · o±, (7)gdzie wyraz �o±� szauje si� przez supremum (m1 +1)−szej pohodnej v1 wpewnym otozeniu λ1.Z drugiej strony mo»emy napisa¢, »e
eλk = eλ1+h = eλ1 + heλ1 +

h2

2!
eλ1 + · · · +

hm1

m1!
eλ1 + hm1+1 · o±. (8)Ponownie wyraz �o±� mo»emy doszaowa¢ przez supremum (m1 + 1)−szejpohodnej funkji eλ1 . Wstawiaj¡ (7) i (8) do ostatniego z równa« ukªadu(3) otrzymujemy (a = (a1, . . . , an) a v · a oznaza ilozyn skalarny, oznakomiie upraszza zapis).

(

eλ1 − v10 · a
)

+ h
(

eλ1 − v11 · a
)

+
h2

2!

(

eλ1 − v12 · a
)

+ · · ·+

+
hm1−1

(m1 − 1)!

(

eλ1 − v1,m1−1 · a
)

+
hm1

m1!

(

eλ1 − v1,m1
· a

)

=

= O(hm1+1) · a +O(hm1+1). (9)



OBLICZANIE exp OD MACIERZY 7Teraz pierwsze wyra»enie w nawiasie znika na moy pierwszego równaniaz serii (3). Dalej, drugi nawias jest zerowy dzi�ki drugiemu równaniu zukªadu (3). Post�puj¡ w ten sposób sprowadzamy równanie (9) do postai
hm1

m1!

(

eλ1 − v1,m1
· a

)

= O(hm1+1) · a +O(hm1+1).Dziel¡ przez hm1

m1! otrzymujemy równanie, które znowu przypomina ostatnierównanie z (3):
eλ1 +O(h) = (v1,m1

+O(h)) · a.Poniewa» wyznaznik maierzy
























v10
v11
. . .

v1,m1−1

v20
. . .

vk−1,mk−1

v1,m1























jest ró»ny od zera na moy Lematu 6, b�dzie on nadal niezerowy je±li doostatniego wiersza dodamy zªon O(h), gdy h jest dostateznie maªe. Wzwi¡zku z tym dla dostateznie maªego h rozwi¡zania równania




















eλ1 = v10 · a
eλ1 = v11 · a
. . .
eλ1 = v1,m1−1 · a
eλ1 = v20 · a

. . . eλ1 = vk−1,mk−1−1 · a
eλ1 +O(h) = (v1,m1

+O(h)) · a



















zale»¡ w sposób i¡gªy od parametru h. Ponadto, o ile |λi − λj| > 1/R oraz
|λi| < R, za± |h| < 1

2R
, ró»nia pomi�dzy rozwi¡zaniem dla 0 a rozwi¡zaniemdla h szauje si� przez staª¡ niezale»n¡ od λ pomno»on¡ przez h.Je±li teraz mk > 1, post�pujemy podobnie. Musimy tylko rozwija¢ nietylko vk0, lez tak»e vki dla i ≤ mk − 1 w szereg Taylora. Caªe rozumowaniejest bardzo podobne, tylko »mudniejsze. �Krok 5. Ci¡gªo±¢ w zale»no±i od warto±i wªasnyhTwierdzenie 9. Nieh λ(i) → λ. Wtedy a

(i) → a. W tym przypadku oz-nazamy λ = (λ1, . . . , λn), gdzie warto±i wªasne s¡ od razu wypisane z krot-no±iami.B�dziemy starali si� zastosowa¢ Krok 3 i Krok 4. Do tego elu, nieh dlaustalonego rozbiia I = I1 ∪ · · · ∪ Is zbioru {1, . . . , n} okre±limy zbiór
KI = {λ ∈ C

n : ∀t∈{1,...,s},∀i,j∈Itλi = λj}.



8 MACIEJ BORODZIKDla I = {1} ∪ {2} ∪ . . . ∪ {n} zbiór KI pokrywa si� z aª¡ przestrzeni¡.W zbiorze rozbi¢ wprowadzamy z�±iowy porz¡dek I ≤ J , gdy ka»dy ele-ment rozbiia I zawiera si� w pewnym elemenie rozbiia J . W ozywistysposób, je±li I ≤ J , to KJ ⊂ KI . Istotnie, KJ jest wyznazane przez wi�ejwarunków.Oznazmy jeszze
K0

I = KI \
⋃

J≥I
J 6=I

KJ .Inazej K0
I = {λ ∈ KI : λi 6= λj gdy i ∈ It1 , j ∈ It2 oraz t1 6= t2}. Zbiory K0

Ipokrywaj¡ aª¡ przestrze« C
n oraz jest ih sko«zenie wiele. Przehodz¡do podi¡gu mo»emy zaªo»y¢, »e wszystkie λ(i) siedz¡ w tym samym zbiorze

K0
I . Wtedy grania nale»y do pewnego K0

J , dla J > I.Je±li J = I, nie ma degeneraji i Krok 3 pokazuje, »e a(λ(i)) zbiegaj¡do a(λ). Przypu±¢my zatem, »e J > I. Oznaza to, »e istniej¡ takie paryindeksów (a1, b1), . . . , (al, bl), »e λ(i)
as − λ

(i)
bs

zbiega do zera, gdy i→ ∞.Nieh R b�dzie tak dobrane, »e |λi − λj| > 1/R dla i, j nie nale»¡yh dotego samego podzbioru podziaªu J oraz |λi| > R. Mo»emy takie R dobra¢,bo dobieramy je tylko do punktu graniy.Ustalmy ε > 0. Z faktu, »e λ(i) → λ wnioskujemy, »e dla dostatezniedu»yh i wielko±¢
λ̃(i) = (λ̃

(i)
1 , . . . , λ̃(i)

n ),gdzie
λ̃(i)

r =

{

λ
(i)
t gdy ∃s : (t, r) = (as, bs)

λ
(i)
r w przeiwnym przypadku.jest bli»sza ni» ε zarówno λ(i) oraz λ. Ponadto z de�niji λ̃(i) ∈ K0

J . Zwi�k-szaj¡ by¢ mo»e i mo»emy zaªo»y¢, »e |λ̃
(i)
k − λ̃

(i)
l | > 1/R oraz |λ̃

(i)
k | < R.Oznaza to, w my±l Uwagi 7,

||a(λ) − a(λ̃(i))|| < δdla dowolnie z góry zadanego δ (dobieramy i do δ).Ponadto, z tego samego powodu (byª on umieszzony na ko«u Kroku 4),dla dostateznie du»yh i:
||a(λ(i)) − a(λ̃(i))|| < δ.To oznaza, »e
||a(λ(i)) − a(λ)|| < 2δ.A wi� prawie mamy i¡gªo±¢. Pozostaje jeszze uzasadni¢, »e wybieraj¡podi¡g zawarty stale w K0
I ni nie ogranizamy. Robi si� to przez podobneszaowanie.



OBLICZANIE exp OD MACIERZY 9Krok 6. ai jako funkje od maierzyWarto±i wªasne maierzy A nie s¡ niestety i¡gªymi funkjami od A.Wynika to z tego, »e musimy dobra¢ arbitralnie kolejno±¢ warto±i wªas-nyh. Mo»na to zaobserwowa¢ na nast�puj¡ym, nietrywialnym, przykªadziemaierzy 2x2 o wspóªzynnikah rzezywistyh.Nieh v = (1, 0) i w = (0, 1). Nieh te» λ = 1, µ = 2. Gdy t zmieniasi� od 0 do 1 wektor vt robi ¢wier¢ obrotu w lewo i przehodzi na wektor
w. Wektor wt robi trzy zwarte obrotu w lewo i przehodzi na wektor v.Wielko±i λ i µ zmieniaj¡ si� zgodnie ze wzorem λt = 1 + t, µt = 2− t2 tak,»e dla wszystkih t ∈ [0, 1] λt 6= µt.Rozwa»my przeksztaªenie φt : R

2 → R
2, które przeprowadza wektor vt na

λtvt za± wektor wt na µtwt. Nieh At b�dzie maierz¡ przeksztaªenia φt wbazie standardowej. Ozywi±ie A1 = A0, bo φ1 i φ0 zgadzaj¡ si� na obraziewektorów bazowyh (1, 0) i (0, 1). Ponadto warto±iami wªasnymi maierzy
At s¡ (λt, µt). Je±li hemy, »eby warto±i wªasne byªy i¡gªe, musimy dlawszystkih t trzyma¢ t� sam¡ kolejno±¢ warto±i wªasnyh. W tym miejsukorzystamy z tego, »e λt 6= µt, a wi� �brakuje pretekstu� »eby zamieni¢warto±i wªasne miejsami. Ale (λ1, µ1) 6= (λ0, µ0). Po przej±iu jednegoobrotu warto±i wªasne zmieniªy miejse.Niemniej jednak przynajmniej dla λi parami ró»nyh a jest funkj¡ sy-metryzn¡ od λi. Skoro a jest i¡gªa i symetryzna na zbiorze g�stym, jestsymetryzna w ogóle.Lemat 10. Nieh x1, . . . , xn b�d¡ jakimi± wspóªrz�dnymi w C

n. Nieh pib�d¡ wielomianami okre±lonymi przez
xn + p1x

n−1 + · · · + pn = (x+ x1)(x+ x2) · · · (x+ xn).Wtedy dla ka»dej funkji symetryznej f(x1, . . . , xn) istnieje dokªadnie jednafunkja g(p1, . . . , pn) taka »e f(x1, . . . , xn) = g(p(x)). Ponadto, je±li f jesti¡gªa, to g równie».Dowód. Rozwa»my relaj� równowa»no±i (x1, . . . , xn) ∼ (y1, . . . , yn) wtedy,gdy wektory x i y ró»ni¡ si� tylko o permutaj� indeksów. Odwzorowanie
P : (x1, . . . , xn) → (p1, . . . , pn), P : C

n → C
n skleja dwa punkty wtedy i tylkowtedy, gdy s¡ one równowa»ne. A wi� jest to odwzorowanie ilorazowe wsensie teorii mnogo±i. Inazej mówi¡, ka»da funkja f , która skleja punktysymetryzne zapisuje si� jako zªo»enie g z P .To samo rozumowanie przehodzi, je±li zauwa»ymy, »e P jest i¡gªe jakoprzeksztaªenie ilorazowe w sensie topologii. �W zwi¡zku z tym wspóªzynniki a = (a1, . . . , an) zapisuj¡ si� jednoz-naznie jako funkje od wspóªzynników wielomianu harakterystyznegodanej maierzy. Ponadto, w my±l powy»szego lematu, s¡ one i¡gªe.Skoro wspóªzynniki wielomianu harakterystyznego maierzy s¡ i¡gªymifunkjami od jej wspóªzynników, a s¡ i¡gªymi funkjami od maierzy.Maiej Borodzik


