
Siódmy zestaw zada« z Analizy II*.Termin oddania pi¡tek, 4 kwietnia 2008Zadanie 1. Rozwa»my aªk�
I =

∫ 1

0

∫ 1

0

1

1 − xy

dxdy√
xy

. (1)Rozwijaj¡ (1−xy)−1 w szereg i aªkuj¡ wyraz po wyrazie (uzasadnij, »e wolno) wyka»,»e
I = 3ζ(2).Z drugiej strony dokonaj w (1) zamiany zmiennyh

x = ξ21 + η2

1 + ξ2
, y = η2 1 + ξ2

1 + η2i obliz I expliite jako aªk� po zmiennyh ξ i η.Zadanie 2. Nieh M b�dzie zwart¡ n wymiarow¡ rozmaito±i¡ zanurzon¡ w przestrze«euklidesow¡ k wymiarow¡ R
k, przy zym k ≥ 2n + 2.Nieh H b�dzie k − 1 wymiarow¡ hiperpªaszzyzn¡ w R

k, rozª¡zn¡ z M .Dla ustalonego punktu p ∈ R
k \ (M ∪ H) rozpatrujemy przeksztaªenie πp : M → Hb�d¡e rzutem z punktu p na H .Wyka», »e dla p nale»¡ego do pewnego zbioru otwartego i g�stego odwzorowanie πpprzeprowadza M dyfeomor�znie na swój obraz.Zadanie 3. Nieh Ω b�dzie otwartym podzbiorem R

n. Dla funkji lokalnie aªkowalnej
f (ka»dy punkt ma otozenie U takie, »e ∫

U
|f |dµ < ∞ okre±lamy

||f ||BMO = sup
Q⊂Ω

1

µ(Q)

∫

Q

|f(x) − fQ|dµ,gdzie fQ = 1
µ(Q)

∫

Q
f(x)dµ jest ±redni¡ warto±i¡ f na zbiorze pewnym zbiorze otwartym

Q, którego domkni�ie jest zwarte.(a) Wyka», »e przestrze« funkji o ograniznomym ±rednim wahaniu sko«zonym(bounded mean osillation, BMO) zadana jako
{f : ||f ||BMO < ∞}/ ∼,gdzie ∼ jest relaj¡ równowa»no±i f ∼ g ⇐⇒ f − g = const jest przestrzeni¡Banaha (norm¡ ma by¢ ozywi±ie funkja ||f ||BMO, relaja równowa»o±i jestpotrzebna, bo funkja staªa ma ±rednie wahanie równe zero).(b) Zaªó»my teraz, »e Ω jest kostk¡ o obj�to±i 1, f jest funkj¡ o warto±i ±redniejna koste równej zero i klasy BMO. Udowodnij, »e istniej¡ uniwersalne staªe c1i c2 niezale»¡e od f , »e ∀l > 0

µ({x : |f(x)| > l}) ≤ c1e
−l/c2·||f ||BMO .1



Zadanie 4. Dla ustalonyh lizb aªkowityh nieujemnyh n, m wyra¹ aªk�
∫

Bn

xm
1 ,gdzie Bn = {(x1, . . . , xn) ∈ R

n :
∑

x2
i ≤ 1} za pomo¡ funkji Γ Eulera.Zadanie 5. Posªuguj¡ si� dowoln¡, poprawn¡ metod¡ udowodnij, »e

1

2π

∫ 2π

0

ln(1 − 2r cos x + r2) =

{

2 ln r r ≥ 1

0 0 ≤ r ≤ 1.Zadanie 6. Dla ustalonego n > 1 nieh ε = e
2πi

n b�dzie pierwiastkiem odpowiedniegostopnia z jedno±i.Nieh
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.Liz¡ Bn na dwa ró»ne sposoby wyka», »e
∫∫

0≤x≤y≤π

ln | sin(x − y)|dxdy = −π2

2
ln 2.Maiej Borodzik


