
Szósty zestaw zada« z Analizy II*.Termin oddania: 23 styznia 2008Zadanie 1. Nieh V ⊂ R
3 b�dzie zadany wzorem x2+y2−z3 = 0. Rozwa»my przestrze«

B funkji f , które speªniaj¡ nast�puj¡e warunki1 f jest i¡gªa i ogranizona na V .2 f jest ró»nizkowalna poza zerem i Df ogranizona na V \ {0}.Wprowadzamy w B topologi�: powiemy, »e fn → f w B, gdy fn ⇉ f na V oraz
Dfn ⇉ Df na V \ {0}.Sharakteryzuj wszystkie i¡gªe i liniowe odwzorowania v : B → R takie, »e v(fg) =
f(0)v(g) + v(f)g(0).Zadanie 2. Nieh dane b�d¡ maierze S1 =

(

0 1 0
−1 0 0
0 0 0

), S2 =
(

0 0 1
0 0 0
−1 0 0

) oraz S3 =
(

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

). Nieh te» f : R
3 \ {0, 0, 0} → R b�dzie klasy C1. Udowodnij, »e nast�puj¡ewarunki s¡ równowa»ne(a) Istnieje takie g : R
+ → R, »e f(x, y, z) = g(

√

x2 + y2 + z2).(b) Dla ka»dej maierzy ortogonalnej A o wymiarah 3 × 3 i ka»dego wektora v ∈
R

3 \ {0, 0, 0} mamy f(Av) = f(v).() Dla ka»dego wektora v ∈ R
3 \ {0, 0, 0} i ka»dego i = 1, 2, 3 zahodzi

f(v + εSiv) − f(v) = o(ε).Zadanie 3. Anulowane.Zadanie 4. Nieh V b�dzie przestrzeni¡ liniow¡ n−wymiarow¡, za± e1, . . . , en baz¡ortonormaln¡, zorientowan¡.W przestrzeni ΛkV wybieramy ilozyn skalarny tak, »eby ei1 ∧ · · · ∧ eik dla 1 ≤ i1 <

i2 · · · < ik ≤ n byªo baz¡ ortogonaln¡.
• Udowodnij, »e powy»sza de�nija jest poprawna, zyli zale»y wyª¡znie od ilozynuskalarnego w V , a nie od konkretnego wyboru bazy.
• Nieh teraz ω ∈ ΛkV . Wyka», »e ω zadaje odwzorowanie liniowe iω : Λn−kV → Rwzorem η → ω ∧ η, gdzie ostatni element jest w ΛnV , który uto»samiamy z R.
• Wyka», »e odwzorowanie iω zadaje dokªadnie jeden element ∗ω ∈ Λn−kV .
• Udowodnij, »e przeksztaªenie ω → ∗ω jest izometri¡ ΛkV → Λn−kV (nazywasi� to gwiazdk¡ Hodge'a). Obliz ∗2.Zadanie 5 (Twierdzenie E. Noether). Nieh L(y, z) : R

6 → R b�dzie gªadk¡ funkj¡dwóh zmiennyh wektorowyh (y1, y2, y3) i (z1, z2, z3). Zaªó»my, »e istnieje grupa hs,
s ∈ R (w lokalnyh wspóªrz�dnyh hs(y) = (hs

1(y), hs
2(y), hs

3(y))) dyfeomor�zmów R
3taka, »e dla dowolnego s

L(hs(y), Dhs(y) · z) = L(y, z)1



(L jako funkja z TR
3 → R jest niezmienniza wzgl�dem hs, przy zym ozywi±ie

Dhs(y) · z =
∑ ∂hs

i (y)

∂yj
zj). Udowodnij, »e wielko±¢

3
∑

i=1

∂L

∂zi

dhs
i (y)

ds

∣

∣

∣

∣

s=0

,jest staª¡ ukªadu Eulera�Lagrange'a zwi¡zanego z dziaªaniem
I[y] =

∫

R

L(y(x), y′(x))dx.(To znazy jej pohodna po x jest równa zero). Wypisz t� staª¡ w sytuaji gdy L(y, z) =
1
2
(z2

1 + z2
2 + z2

3) − U(y2
1 + y2

2 + y2
3), U : R

+ → R jest dowoln¡ funkj¡ gªadk¡, za± grupadyfeomor�zmów dana jest przez hs(y) = eAsy przy zym A jest maierz¡ 3× 3 tak¡, »e
A + AT = 0.Maiej Borodzik


