
Czwarty zestaw zada« z Analizy II*.Termin oddania: 10 grudnia 2007Zadanie 1. Nieh dana b�dzie przestrze« liniowa V wymiaru n. Wyka», »eistnieje taka przestrze« Λk(V ) (najªadniej w TeX'u wyhodzi \Lambda), wrazz odwzorowaniem k−liniowym i : V × . . . V → Λk(V ), antysymetryznym(albo sko±niesymetryznym albo alternuj¡ym) zyli
i(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vk) = −i(v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vk)takim, »e dla dowolnej przestrzeni liniowej W i odwzorowania k−liniowegoantysymetryznego f : V × · · · × V → W istnieje dokªadnie jedno przeksz-taªenie h : Λk(V ), »e nast�puj¡y diagram jest przemienny
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hPrzestrze« Λk(V ) nazywamy k−t¡ pot�g¡ zewn�trzn¡ przestrzeni V . To jestnajwa»niejsze z zada« �teoriokategoryjnyh�, które byªy podawane.Zadanie 2. Obliz wymiar przestrzeni Λk(V ). Udowodnij, »e dla dowolnyh

k i l istnieje dobrze okre±lone odwzorowanie dwuliniowe ∧ : Λk ×Λl → Λk+lnazwane mno»eniem zewn�trznym, które jest ª¡zne, oraz obraz Λk × Λlrozpina Λk+l jako przestrze« liniow¡.Zadanie 3. Nieh f : [0, 1] → R b�dzie zadane wzorem f(x) = 1− |2x− 1|.Skonstruuj funkj� i¡gª¡ g : [0, 1] → R tak¡, »e dla dowolnego t > 0 funkja
ft(x) = f(x) + tg(x) nie przyjmuje swojego supremum w punkie x0 =
1

2
. Udowodnij, »e »adna funkja g speªniaj¡a te wªasno±i nie mo»e by¢lipshitzowska w otozeniu 1

2
.Dodatkowy punkt dostanie osoba, która poka»e najbardziej regularny (zdowodem regularno±i) przykªad funkji g.Zadanie 4. Nieh Ω ⊂ R

n b�dzie podzbiorem otwartym. Nieh F1, . . . , Fk :
Ω → R

n b�d¡ funkjami odpowiednio gªadkimi (wystarzy C1). Okre±lmy
M = {x ∈ Ω: ∀i=1,...,kFi(x) = 0}.Przypu±¢my, »e dla ka»dego x ∈ M ukªad wektorów ∇F1(x), . . . ,∇Fk(x)rozpina k−wymiarow¡ przestrze« Vx.We¹my x0 ∈ M oraz v ⊥ Vx0

, v 6= 0. Udowodnij, »e istnieje krzywa na Mstyzna do v w x0, inazej mówi¡ odwzorowanie γ : (−ε, ε) → M klasy C1,takie, »e γ(0) = x0 oraz γ̇(0) = v. 1



2Zadanie 5. Nieh G(k, n) b�dzie przestrzeni¡ wszystkih podprzestrzeni
k−wymiarowyh w przestrzeni R

n. Wyka», »e G(k, n) jest rozmaito±i¡ ipoliz jej wymiar.Spreyzowanie: mo»emy rozwa»a¢ podzbiór A ⊂ V × · · · × V
︸ ︷︷ ︸

k

skªada-j¡y si� z wektorów liniowo niezale»nyh. W tym zbiorze wprowadzamyrelaj� równowa»no±i (v1, . . . , vk) ∼ (w1, . . . , wk) wtedy gdy
lin(v1, . . . , vn) = lin(w1, . . . , wn).Przestrze« ilorazowa to ma by¢ G(k, n), ale s¡ prostsze sposoby, »eby pokaza¢,i» to jest rozmaito±¢.Wskazówka: Mo»na zaz¡¢ od k = 1. Powstaje przestrze« rzutowa, októrej powiemy na ¢wizeniah. Mog¡ o± pomó zadanie 1 i 2.Zadanie 6. Nieh V ⊂ R

3 b�dzie zadany wzorem x2 + y2 − z3 = 0.Rozwa»my przestrze« B funkji f , które speªniaj¡ nast�puj¡e warunki1 f jest i¡gªa i ogranizona na V .2 f jest ró»nizkowalna poza zerem i Df ogranizona na V \ {0}.Wprowadzamy w B topologi�: powiemy, »e fn → f w B, gdy fn ⇉ f na Voraz Dfn ⇉ Df na V \ {0}.Sharakteryzuj wszystkie i¡gªe odwzorowania v : B → R takie, »e v(fg) =
f(0)v(g) + v(f)g(0).Maiej Borodzik


