
Trzei zestaw zada« z Analizy II*.Termin oddania: 19 listopada 2007Zadanie 1. Nieh dane b�d¡ dwie przestrzenie liniowe sko«zenie wymi-arowe V i W . Wyka», »e istnieje taka przestrze« liniowa V ⊗W wraz z odw-zorownaniem dwuliniowym I : V ×W → V ⊗W , »e dla ka»dego dwuliniowegoodwzorowania B : V × W → X istnieje dokªadnie jedno przeksztaªenie lin-iowe L : V ⊗ W → X, »e nast�puj¡y diagram jest przemienny:
V × W V ⊗ W

X

I

B
L

Zadanie 2. Nieh dane b�d¡ przestrzenie liniowe U, V,W,X oraz odw-zorowania liniowe f : U → W , g : V → X. Udowodnij, »e istnieje naturalneprzeksztaªenie liniowe f ⊗ g : U ⊗ V → W ⊗X. Przy tym naturalno±¢ (dlaosób o monyh nerwah i szzerym pragnieniu, »eby wszystko byªo ±i±le)ma oznaza¢, »e nast�puj¡y diagram jest przemienny:
U × V U ⊗ V

W × X W ⊗ X

IU,V

IW,X

f × g f ⊗ gJe±li wszystkie U = R
2, V = R

2, W = R
3 i X = R wraz ze standardow¡baz¡ oraz f =

(

1 0
−1 1

0 2

) oraz g = ( 2 3 ), znajd¹ maierz przeksztaªenia f ⊗ gw standardowej bazie przestrzeni U ⊗ V i W ⊗ X.Zadanie 3. Nieh Ω ⊂ R
n b�dzie otwartym podzbiorem ogranizonym oraz

f ∈ C2(Ω). Wyka», »e dla dowolnego ε istnieje takie A : R
n → R, linioweo normie ||A|| < ε, »e funkja g(x) = f(x) + Ax ma wyª¡znie niezdegen-erowane punkty krytyzne.Punkt krytyzny funkji l : Ω → R to taki punkt, »e ∂l

∂xi
= 0 dla wszystkih

i = 1 . . . n. Jest on niezdegenerowany je±li maierz drugih pohodnyh Hl =
{

∂2h
∂xi∂xj

}n

i,j=1

ma niezerowy wyznaznik.Zadanie 4. Nieh Ω b�dzie podzbiorem otwartym i ogranizonym R
n. Niehte» h : Ω×R

n → R b�dzie funkj¡ i¡gª¡, która jest wielomianem jednorod-nym stopnia 2 ma drugiej wspóªrz�dnej. (Ogólna posta¢ takiej funkji to1



2
h(x, y) = h11(x)y2

1
+ h12(x)y1y2 + h22(x)y2

2
+ · · · + hnn(x)y2

n, gdzie x ∈ Ωza± y = (y1, . . . , yn) ∈ R
n.) Z tak¡ funkj¡ wi¡»emy operator ró»nizkowy(przeksztaªenie z C2(Ω) do C(Ω)) zadany wzorem

f(x) → Df =

n
∑

i,j=1

hij(x)
∂2f

∂xi∂xj
.(Na przykªad dla h(x, y) =

∑

y2

i mamy Df = ∆f .) Przypu±¢my, »e dladowolnego x ∈ Ω wielomian y → h(x, ·) jest stale dodatni poza punktem
(0, . . . , 0) ∈ R

n. Wyka», »e »adna funkja f klasy C2 speªniaj¡a Df ≡ 0 niema maksimum lokalnego wewn¡trz obszaru Ω (nazywa si� to zasad¡ maksi-mum dla operatora D). Operator D gdy h speªnia h(x, y) ≥ 0 i h(x, y) = 0gdy y = 0 nazywa si� (sªabo) eliptyznym (silnie, gdy h(x, y) > C||y||2).Rozwi¡zania mog¡ si� opiera¢ na poprzednim zadaniu. Rozwi¡zania nieele-mentarne, odwoªuj¡e si� do wielowymiarowyh aªek, powinny by¢ szzegóªowouzasadnione.Zadanie 5. Rozpatrzmy przestrze« A = C1(Ω) z norm¡ jak zawsze, gdzie Ω� jak zawsze. Nieh x0 ∈ Ω. Przypu±¢my, »e D : A → R speªnia nast�puj¡ewarunkiliniowo±¢: D(f + g) = Df + Dgreguªa Leibnitza: D(f · g) = f(x0)Dg + g(x0)Dfi¡gªo±¢: lim Dfn = D(lim fn).Wyka», »e istnieje taki v ∈ R
n, »e Df = ∂f

∂v
(x0). Podaj przykªad, »e tezanie zahodzi bez zaªo»enia i¡gªo±i D. Przeksztaªenie D speªniaj¡e trzypowy»sze warunki nazywa si� ró»nizkowaniem. Powy»sze zadanie uzasadniapo z�±i oznazanie pohodnej kierunkowej jako v(f).Maiej Borodzik


