
Drugi zestaw zada« z Analizy II*. Algebra liniowa.Termin oddania zada«: poniedziaªek, 5 listopada 2007 o 12:15.Wszystkie zadania, poza by¢ mo»e ostatnim, dotyz¡ twardej analizy.Zadanie 1. Nieh A ∈ Mn×n(R) b�dzie maierz¡ o warto±iah wªasnyh λ1, . . . , λk, przyzym krotno±¢ i−tej warto±i wªasnej wynosi mi. Rozpatrzmy wielomian
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= eλ1gdzie niewiadomymi s¡ wspóªzynniki wielomianu P . (Je±li mi = 1, bierzemy wyª¡znie rów-nanie P (λi) = eλi .) Udowodnij, »e zahodzi równo±¢
eA = a1A

n−1 + a2A
n−2 + · · · + an−1A + anI.To zadanie pozwala na efektywne oblizanie eA, bez koniezno±i sprowadzania maierzy dopostai Jordana, o mo»e si� przyda¢ na zaj�iah z RRZ. Metoda ta jest tematem tabu nawydziale Matematyki.Zadanie 2. Nieh Mn×n(R) b�dzie przestrzeni¡ maierzy rzezywistyh. Wyka», »e det eA =

etr A. Jest to jedno ze sformuªowa« twierdzenia Liouvilla. Inne sformuªowania mówi¡ np.o tym, »e potok hamiltonowski zahowuje form� symplektyzn¡ na rozmaito±i i s¡, wbrewpozorom, bardzo zbli»one.Zadanie 3. Nieh I = [0, 1] i f(x) = 1 − |2x − 1|. Wyka», »e funkja || · || : C(I) → R maw f pohodn¡ w ka»dym kierunku w f , pohodna ta jest liniowa, ale || · || nie ma pohodnejFréheta w f .De�nija 1. Przestrze« liniow¡ V wraz z odwzorowaniem dwuliniowym V × V → V oz-nazanym przez [·, ·] nazwiemy algebr¡ Liego je±li [·, ·] speªnia nast�puj¡e warunkiantysymetryzno±¢: [a, b] = −[b, a] dla a, b ∈ V .to»samo±¢ Jaobiego: [a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0 dla a, b, c ∈ V .Zadanie 4. Nieh n ≥ 2. Nieh so(n) = {A ∈ Mn×n(R) : tr A = 0, A + AT = 0.} (ªadneoznazenie to so(n) uzyskiwane komend¡ mathfrak). Wyka», »e je±li A ∈ so(n), to eA ∈
SO(n), gdzie SO(n) oznaza maierze ortogonalne o wyznazniku 1. Wyka», »e so(n) wraz zodwzorowaniem [A,B] → A · B − B · A jest algebr¡ Liego (wymaga to równie» sprawdzenia,»e [A,B] ∈ so(n), gdy A,B ∈ so(n).Wyka» tak»e, »e ilozyn wektorowy na R

3 zadaje na tej przestrzeni równie» struktur� algebryLiego izomor�znej so(3), zyli istnieje taki izomor�zm przestrzeni liniowyh f : R
3 → so(3),»e [f(x), f(y)] = f(x × y).De�nija 2. Nieh {Vk}k∈K b�dzie rodzin¡ przestrzeni liniowyh. Sum¡ prost¡ przestrzeni Vknazwiemy przestrze« ⊕
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Vk takimi, »e dla dowolnejprzestrzeni liniowej W oraz dowolnej rodziny odwzorowa« fk : Vk → W istnieje dokªadniejedno odwzorowanie f̃ :
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De�nija 3. Nieh {Vk}k∈K b�dzie rodzin¡ przestrzeni liniowyh. Ilozynem kartezja«skim a.produktem przestrzeni Vk nazwiemy przestrze« ×
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Vk takimi, »e dla dowolnej przestrzeni liniowej W oraz dowolnej rodziny odwzorowa« gk :
W → Vk istnieje dokªadnie jedno odwzorowanie g̃ : W → ×
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• Udowodnij, »e pk : ×
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• Wyka», »e je±li K jest zbiorem niesko«zonym, to ⊕
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Vk.Przyzwoite diagramy w TeX'u mo»na zrobi¢ za pomo¡ pakietu pstnode. Ale trzeba pami�-ta¢ o ±rodkah strzaªek, bo inazej wyhodz¡ krzywo.Maiej Borodzik


