Afiniczne krzywe algebraiczne
Obrona pracy doktorskig

Macig Borodzik

|nstytut Matematyki, Uniwersytet \Warszawski



Zagadnienie

Badanie krzywych algebraicznych na ptaszczyznie
zespolonej C?.



Zagadnienie

Badanie krzywych algebraicznych na ptaszczyznie
zespolonej C?.

Krzywa algebraiczng w C* nazwiemy zbior zer
pewnego wielomianu F'(x,y). Stopniem Krzywej
nazwiemy stopien wielomianu F'.



Zagadnienie

Badanie krzywych algebraicznych na ptaszczyznie
zespolonej C?.

Krzywa algebraiczng w C* nazwiemy zbior zer
pewnego wielomianu F'(x,y). Stopniem Krzywej
nazwiemy stopien wielomianu F'.

Warunki topologiczne:



Zagadnienie

Badanie krzywych algebraicznych na ptaszczyznie
zespolonej C?.

Krzywa algebraiczng w C* nazwiemy zbior zer
pewnego wielomianu F'(x,y). Stopniem Krzywej
nazwiemy stopien wielomianu F'.

Warunki topologiczne:

e genus krzywej,



Zagadnienie

Badanie krzywych algebraicznych na ptaszczyznie
zespolonej C?.

Krzywa algebraiczng w C* nazwiemy zbior zer
pewnego wielomianu F'(x,y). Stopniem Krzywej
nazwiemy stopien wielomianu F'.

Warunki topologiczne:

e genus krzywej,
e 1l0SC miejsc w nieskonczonoscl,



Zagadnienie
Badanie krzywych algebraicznych na ptaszczyznie
zespolonej C?.

Krzywa algebraiczng w C* nazwiemy zbior zer
pewnego wielomianu F'(x,y). Stopniem Krzywej
nazwiemy stopien wielomianu F'.

Warunki topologiczne:

e genus krzywej,
e 1l0SC miejsc w nieskonczonoscl,
* 1loSC samoprzeciec.



Zagadnienie
Badanie krzywych algebraicznych na ptaszczyznie
zespolonej C?.

Krzywa algebraiczng w C* nazwiemy zbior zer
pewnego wielomianu F'(x,y). Stopniem Krzywej
nazwiemy stopien wielomianu F'.

Warunki topologiczne:
e genus krzywej,
e 1l0SC miejsc w nieskonczonoscl,
* 1loSC samoprzeciec.
e ilosc i typ punktow osobliwych.
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r(t) =t y(t) =t

p 1 ¢ S, oczywiscie, wzglednie pierwsze.
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z dwoma miejscami w nieskonczonosci.

 Flenner, Orevkov, Zajdenberg et al. Krzywe
ostrzowe: wymierne, bez samoprzecie¢c w C P2,

 m.in. Greuel, Lossen, Shustin. Badanie krzywych
dowolnego genusu z ustalonymi osobliwosciami.

e Inni: Kaliman, Cassou—Nougues. ..
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Obiekt zainteresowan

Krzywe algebraiczne, wymierne (takie, ktore daje sie
przedstawic jako (x(t),y(t)), gdzie x i y sg funkcjami
wymiernymi od t).

Jedno lub dwa miejsca w nieskonczonosci

oraz zero lub jedno samoprzeciecie

Prosty rachunek pokazuje, ze krzywe takie (jako

krzywe w C?) majg charakterystyke Eulera réwna
ZEro.
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Przykiady

A wiec Interesujg mnie takie krzywe,

ale takie juz nie:

\
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Patrzenie na krzywa wymierng
 Plerwszy sposob: rownanie

» O ={(v,y) €C*: f(z,y) = 0}
 Nie kontrolujemy genusu.
° Punkty osobliwe: f;(ZL‘Q, yo) — fé(:l?(), y()) =0

« Widzimy samoprzecigecia jako punkty osobliwe.

e Drugi sposob: parametryzacja

e C={(z(t),y(t)) € C:t € CP'}
« Kontrolujemy genus.
e Punkty osobliwe: z'(ty) = v'(ty) = 0
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Krzywe parametryczne

Krzywe wymierne z jednym punktem w
nieskonczonosci dadza si¢ sparametryzowac
wielomianami. Mozemy zapisac je jako

r(t) =t"+ it 4+ 4
y(t) =1+t 4+ B

Krzywe z dwoma punktami w nieskohczonosci
mozna zapisac jako wielomiany od ¢ i ¢,
a wiec

r(t) =t"+ ot gt
y(t) =t+ Gt 4+ ﬁc+dt_d.
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Liczba Milnora

Gdy w punkcie osobliwym x(, krzywa C' zadaje sie
lokalnie jako {f = 0}, okreSlamy liczbe Milnora jako

def .
K= dlmOx/(f;,f;).
Wiasnosci:

* \Wptywa na genus,

« \WWymiar przestrzeni deformacji wersalnych kietka
osobliwosci,

e Dobra do badania wasnosci krzywych zadanych
przez rownanie.
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llo5C punktoéw podwojnych

Dla punktu osobliwego z liczbg Milnora 1 |
r gateziami okreSlamy wielkoSc

‘25:,u—|—fr‘—1.|

Jesli (x, yo) jest punktem osobliwym krzywej
(x(t),y(t)), to 20 jest iloScig rozwigzan réwnania

/

x(s1)—x(s2) _ 0
| 9(53—5682) —

\ §1—S52

takich, ze x(s1) = z¢ i y(s1) = wo.
Jesli (xq, 1) jest prostym punktem podwadjnym, to
20 = 2.


















Przyktad

y? = x° + Az, A =0.

Jeden punkt podwaojny chowa sie w punkcie
osobliwym. 26 = 2.
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Inny przyktad

Krzywa zalezna od parametru \.

Ty (t) =13 — 15\t
ya(t) =2 — 30A* % + 10Nt + 2014,

A=0

Tutaj cztery punkty podwaodjne ukrywajg sie w punkcie
osobliwym (¢3, ¢°). Dlatego 26 = 8.
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A

(d—1)(d —2)

2

> 0

__/

9 .
@ — genus krzywej.
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Formuta Serre’a
Dla krzywej stopnia d mamy

- (d—1)(d —2)
2 = 2 @52’

g — genus krzyweyj.

d — stopien
liczba punktow podwaojnych ukrytych w
danym punkcie osobliwym.

— suma przebiega po wszystkich punktach
osobliwych 1 podwojnych krzywej.
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Formuta Serre’a ||
W naszym przypadku g = 0. A wiec

» 20, =(d—1)(d - 2).

Dla typowe] krzywej wszystkie o, odpowiadajg
ounktom podwojnym. Jesli zatem krzywa nie ma
ounktow podwojnych (albo ma jeden), to pozostate
muszg byc schowane w punktach osobliwych.

Mato punktow podwodjnych <= duzo punktow
osobliwych.
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Kowymiar |

Niezmiennikiem punktu osobliwego, ktory opisuje
deformacje krzywej parametrycznej kowymiar.

Jesli w otoczeniu punktu osobliwego z jedna gatezia
x(t) ~ tP, y(t) ~ t?, mozemy zapisac

y=ci1z? +cz?P -+ ¢ P+ ...

c1,Ca, ..., Ci, ... — Wspotczynniki Puiseux.

‘ Kowymiareml lokalnym v nazywamy iloScC

Istotnych wspotczynnikow Puiseux, ktore sie zeruja.
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Niezmiennikiem punktu osobliwego, ktory opisuje
deformacje krzywej parametrycznej kowymiar.

Jesli w otoczeniu punktu osobliwego z jedna gatezia
x(t) ~ tP, y(t) ~ t?, mozemy zapisac

y=ci1z? +cz?P -+ ¢ P+ ...

c1,Ca, ..., Ci, ... — Wspotczynniki Puiseux.

‘ Kowymiareml lokalnym v nazywamy iloScC

Istotnych wspotczynnikow Puiseux, ktore sig zeruja.
v zalezy wytacznie od ciggu charakterystycznego
osobliwosci.
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Kowymiar ||
Dla osobliwosci z jedng gatezig i x(t) ~ tP, y(t) ~ t4

mamy:
\uépul

Gdzie o jest liczbg Milnora (2x 1loSC punktow
podwojnych ukrytych w punkcie osobliwym), zaS v
jest dopiero co zdefiniowanym kowymiarem.

Mozna znalez¢ wszystkie przypadki, dla ktorych
zachodzi rownosc.
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Kowymiar zewnetrzny
Okreslamy kowymiar zewnetrzny jako

extv =v+p— 2.

Interpretacja. Kowymiar zewnetrzny mozna zwigzac z
deformacjami kietka krzywej osobliwe] zadane]
parametrycznie, inaczej mowiac z deformacjami,
ktore nie zmieniaja genusu normalizaciji. . .

...ale z tego w pracy nie korzystamy.
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W przypadku jednego punktu w nieskonczonosci,
wymiar przestrzeni krzywych parametrycznych
WYNosl a + c.

W przypadku dwaoch puntkow a + b + ¢ + d.
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Nieréwnost Zotadka

W przypadku jednego punktu w nieskonczonosci,
wymiar przestrzeni krzywych parametrycznych
WYNosl a + c.

W przypadku dwaoch puntkow a + b + ¢ + d.
Niech g oznacza wymiar grupy automorfizmow.

Wodwczas zachodzi

Y ertv;<a+b+c+d—g

Suma przebiega po wszystkich punktach osobliwych,
wraz z nieskonczonoscia

ext v; 0Znaczajg kowymiary zewnetrzne. Krzywa
ograniczonego stopnia nie moze mie¢ za duzo
punktow osobliwych.
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Oszacowania na krotnosc
Dla krzywej zadanej wzorem

v(t) =t*+ ot +-
pli) =84S oo+

Widzimy, ze # jest wielomianem stopnia a — 1.
Jesli teraz t jest punktem osobliwym krzywej

(x(t),y(t)), oraz
x(t) ~ (t — o)™

to & musi dzieli€ sie przez (t — ty)P 1.
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Oszacowania na krotnosc I1
Powyzsze rozumowanie daje

Z(pi—l)ga—l.

Suma przebiega wszystkie skonczone punkty
osobliwe krzywej z. .

Podobne oszacowanie mozna wypisac dla krzywych z
dwoma punktami w nieskonczonosci.
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Potgczenie oszacowan

k aczymy teraz znane oszacowania (dla krzywych
wielomianowych)

Y 20 = (c—1)(c—2)

oraz

Mamy wiec pewien zestaw nierdwnosci.



Potgczenie oszacowan

k aczymy teraz znane oszacowania (dla krzywych
wielomianowych)

Y 20 = (c—1)(c—2)

252 — [ _€th V; 2)
ext v; < cC— (¢
oraz E ) <a-—1

Mamy wiec pewien zestaw nierdwnosci.




Potgczenie oszacowan

k aczymy teraz znane oszacowania (dla krzywych
wielomianowych)

Y 20 = (c—1)(c—2)

Zemtw <a+c—g
oraz d (pi—1)<a-1

Mamy wiec pewien zestaw nieréwnosci. Szukamy
wszystkich krzywych, ktore je spetniaja.
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Rezultat

W przypadku krzywych z jednym punktem w
nieskonczonosci uzyskujemy

16 serii 1 5 przypadkow szczegolnych.

Dla krzywych z dwoma punktami w nieskonczonosci
mamy

18 serii 1 5 przypadkow szczegolnych,
0rzy czym jedna seria ma ciggte parametry.

Ponadto w tych 23 przypadkach zawiera sie
7 serii 1 2 przypadki szczegolne
gtadkich zanurzeh C* — C>.
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Odwzorowania C — C?

@ z=t3y= - E=1,2,...,
[=0,1,...;

D) 2 =83,y =t3F2 3l E =12 ...;
() z =t y=t2 ¥+l =12 . . .;
d) 2 =t y=¢" %2 £ =0,1,...;
() z =10, y =t —¢0F 2 L =1 2 . . .;
(f) 2 =15, gy =00+ —¢0F 3 L =0,1,...;

© & =1~ 1%y =1t~ 1),
k=lad—bc|=1,k=1,2,...,
2 <a+ kb<c+ kd;
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(i) x =tF Pt —1)% y =ttt — 1), k =1,
k=12 ...;

() =3t —1),y =t - 1)t —3),
k=1,2,...;

k) z =83t — 1),y =t - 1) (¢t — 2),
k=1,2,...;

() z = [t(t — )%, y = [t(t — 1)]E+DF — ),
k=12 ...,1=01,...:
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(M) @ = [t(t — 1),y = al[t(t — 1)]5(t — 1),
k=0,1,...,1=0,1,..., (k,1) # (0,0), (0,1);
(ﬂ) r — tk(t . 1)k+1(t . %)yl, y = t%(t . 1)2k+2,
k=1,2,...,1=0,1,...;
(O) T = t2k—1(t . 1)2k:+1, y = ajltk_l(t . 1)k(t . %),
k=12, ...,0l=1,...;

(p) v =13t = 1)y =t(t = D(t — 3 — giv3)a",
k=12 ....
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Odwzorowania C — C?
Q) © =t° — 3t, y = t* — 2t%;
() = =1 —3t, y =1 —2y/=2t* + 11/=2¢> — 3¢;
(s) x =t° — 3t,y =t°> + 10t* + 80t* — 205¢;
(t) o =1t>—3t,y =1t° — 2t* + 5t* — 5¢;
U z=1t"—3ty=1t>—Lt* —t* + 11¢.
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@ z=t" y=1t"+yt "+t "4yt
gdziem >0, NWD(m,|n|)=1,k=0,1,...,
v; € C, vz =1 (eSli £ > 0) oraz & > 0 jesli
n > 0. oraz co najmniej jedno ~; # 0 jeSli m > 0.
(b) z=1t(t—1),y = (z + 1)"z"R,(1/t), gdzie
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Ri(1/t) — Ry(1/(1 —¢)) = (2t — D)t7Y(1 — ),
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k=1,2,.... T," sgwielomianami okreSlonymi
rekurencyjnie przez T, (u) = u™",

T (u) = [T (u) — T (D)Jum™ /(u — 1),

() z=t""(t—-1),y=.95,(1/t), gdzie mn > 2,
k=1,...,a5, Jest okreSlone przez warunki:
So (u) =u™™",
Seer (1) =[Sy (w) = Sy (D]u™ 1/ (u — 1),
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(d)

(€)

(f)

r=t""1t—1),y =T,(1/t), gdzie mn > 2,
k=1,2,.... T, sa Wlelomlanaml okreSlonymi
rekurencyjnle przez T, (u) = u™

Ty (u) = [T} (u) - T;u)]um"/(u ~1).
r=t""(t—-1),y=.95,(1/t), gdzie mn > 2,
k=1,...,a5, Jest okreSlone przez warunki:
So (u) =u™™",

S (1) = [Sy (u) = Sy (D]u™+1 /(w = 1)
r=t""1t—-1),y =T, (1/t), gdzie mn > 2,
k=1,2,... aT_ zadaje sie rekurencyjnie przez:

Ty (u) =u™™",
T (u) = [T} (u) = T (1)]Ju™ /(u = 1).
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Odwzorowania C* — C?
Q) z=t*(t—1),y=Us(1/t), k=1,2,...,
Ui (u) = 3u + u?,
U+1(u) = [Uk(u) — Up(1)]w’/(u = 1).
(h) z =8t —1),y =Vi(1/t), Vi(u) = 2u* — u?,
Vit () = [Vi(w) — Vi(D]u'/(u— 1),



Odwzorowania C* — C?

Q) z=t*(t—1),y=Us(1/t), k=1,2,...,
Ui (u) = 3u + u?,
Ur1(u) = [Ug(u) — Up(D)]u’/(u — 1).

() z=t(t—-1),y = Vk(l/?f) Vi(u) = 2u”
Vit (u) = Vi(u) — Vi(1)]u®/(u — 1).

(i) z=t(t — 1),y = Wi(1/t),gdzie k = 1,2, ...,
Wi(u) = 2u® + u?,
Wit (u) = [Wi(u) = Wi(D)]u'/(u — 1).



Odwzorowania C* — C?

Q) z=t*(t—1),y=Us(1/t), k=1,2,...,
Ui (u) = 3u + u?,
U1 (u) = [Ur(u) — Up(1)]w’/(u — 1).

() 2=t -1),y= Vk(l/t) Vi(u) = 2u”
Vir1(w) = [Vi(u) = Vie(D)]u?/(u — 1).

(i) z=t(t — 1),y = Wi(1/t),gdzie k = 1,2, ...,
Wi(u) = 2u® + u?,
Wis1(u) = [Wi(u) — Wi(1)]u/(u — 1).

() z=t+t' y= Z(t) jest wielomianem
spetniajacym

y(t) -+ y(l/t) — (t _ 1)2m+1(t s 1)n+1/tm+n+1’
gdzie0 <m <nim+n>0.
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Odwzorowania C* — C?

Ky z2=(t—-1Pt2y=a"t—1)(t— 4t}
k=1,2,....
) z=(—1)"tP"y=(t— 1)t
ml—nk=1,p=1,2,....
(M) o= (t—1)P™ " y=(t— 1),
ml—nk=1,p=1,2,....



Odwzorowania C* — C?

Ky z2=(t—-1Pt2y=a"t—1)(t— 4t}
k=12 ....

) a= (-1t y=(t—1)¢P,
ml—nk=1,p=1,2,....

(m) o= (t—1)P"t " y=(t— 1)t
ml—nk=1,p=1,2,....

(n) o= (t— 1) y=(t—1)*¢?,
ml —nk = 1.



Odwzorowania C* — C?

K) 2= (t— 1)t 2, y=at— 1)t — 4t
k=1,2,....

) a= (-1t y=(t—1)¢P,
ml—nk=1,p=1,2,....

(m) = (t—1)P"t ™", y=(t—1)P"t",
ml—nk=1,p=1,2,....

(n) o= (t— 1) y=(t—1)*¢?,
ml —nk = 1.

0 z=(t—D"'" y=a"t—1)"t+ 1)t
k=0,1,...,1=1,2,3,....



Odwzorowania C* — C?
K) 2= (t— 1)t 2, y=at— 1)t — 4t
k=1,2,....
) z=0C—-1)mt P y=(t—1)t7,
ml—nk=1,p=1,2,....
(m) = (t—1)P"t ™", y=(t—1)P"t",
ml—nk=1,p=1,2,....
(n) o= (t—1)*""t2"y=(—1)%t~
ml —nk = 1.
0 z=(t—D"'" y=a"t—1)"t+ 1)t
k=0,1,...,1=1,2,3,....

(B) v = (=)' 5 y = 2"t — 1)t = 3)t 2
k=12 ...
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Odwzorowania C* — C?

(q) T = (t _ 1)4m—2t1—2m’
y=2zF -1 1t+3¢ ™ m=23,...,
k=01,....

(r) x = (t _ 1)3(75 4 em/S)t—ka, Yy = (t _ 1)6t—3,
k=0.1,....



Odwzorowania C* — C?
(q) T = (t . 1)4m—2t1—2m’

y=2zF -1 1t+3¢ ™ m=23,...,
k=01,

(N z= 0=+t 2y = (t—1)%7
k=01,



Odwzorowania C* — C?

(q) T = (t _ 1)4m—2t1—2m’
y=zF (¢t — D1t 4+ 3™ m=23,...,

E=01,....
(N o= (=1t 4™t 2yk y = (t —1)%,
k=01,....

) e=t0+ 8+ 2t y=t0—t7"4 375

(t) T = (t4 . \/§t3 T t2)t4k,
y=0tt+ V25t % k=0,1,2,....



Odwzorowania C* — C?

(q) T = (t . 1)4m—2t1—2m’
(= 12N 3) ™ m = 2,3, ...

y=2x
k=01,

(N z= (-1t 4+ 2y y= (- 1)
k=0,1,

() == (t' — V25 + )%,



Odwzorowania C* — C?

V) z=(t—1)2(t+4+2V6)t" ],
y = (t — 1)t + $(11 + 5v/5))t 2.



Odwzorowania C* — C?

V) z=(t—1)2(t+4+2V6)t" ],
y=(t— 1)t + (11 + 5v5))t 2

W) z=0t—1*(t+2)t 7L y=(@t—1)>t+ )t
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Co dalej?

 Dla krzywych wymiernych o mniejszej
charakterystyce Eulera mozna spodziewac sie
ciagtych rodzin. ..

e ...oraz dodatkowo duzo wiecej rachunkow.

* Dla krzywych o genusie > 1 trudno znalezC
dobre oszacowanie dla kowymiarow.

« Mozna prébowac analizowac tzw. krzywe

ostrzowe (cuspidal curves) w CP?, ale problem
jest rachunkowo beznadziejny.

« Znalezc zgrabna formute catkowg na kowymiar.
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