Wyktad 8 Spisat: Krzysztof Gogolewski
Konstrukcja zygzakowa ekspandera

1 Konstrukcja ekspandera

Bedziemy chcieli skonstruowaé rodziny graféw regularnych {G;} w ktérych
1. stopien deg(G;) = d = const,
2. przerwa spektralna d — \ we wszystkich grafach jest ograniczona z dotu przez jakas dodatnia stata,
3. liczba wierzchotkéw |V (G;)| dazy do nieskoriczonosci.

Ekspanderem bedziemy nazywac graf bedacy w takiej rodzinie. Na upartego kazdy ustalony sp6jny graf re-
gularny mozna nazwac ekspanderem dla odpowiedniego d oraz przerwy spektralnej, ale bedzie nam zalezato
na rodzinach graféw, ktérych te parametry sg ograniczone przez stalg niezalezng od n.

Ponadto, bedziemy chceli pamigta¢ graf w bardzo efektywny sposéb. Chcemy, aby majac identyfikator
wierzchotka v (zapisany przy uzyciu O(log n) bitéw) oraz numer sasiada ¢ (1 < ¢ < d) mozna byto znalezé
szybko wierzchotek w ktéry jest ¢:-tym sasiadem v, oraz numer sasiada j taki, ze v jest j-tym sasiadem w.
“Szybko” oznacza tutaj czas wielomianowy ze wzgledu na dtugos¢ zapisu v. Na teraz jest to tylko poboczna
dygresja, ale bedzie ona potrzebna przy algorytmach dziatajacych w ograniczonej pamigci.

2 Metoda probabilistyczna

Ekspandery mozna uzyska¢ metoda probabilistyczna: losujemy d-regularny graf, z duzym prawdopodobieii-
stwem bedzie to ekspander. Doktadniej, jezeli G4, to zbiér wszystkich d-regularnych graféw o n wierzchot-
kach, to dla kazdego € > 0 istnieje (¢), ze losowy element G ,, spetnia z duzym prawdopodobiefistwem
Vxcv(e)|X| <a@)V(G)| = [I(X)| > (d-1-¢)[X]|

gdzie « jest jaka$ rozsadna funkcja. Ale taka metoda wymaga zaréwno dostgpu do Zrédta bitéw losowych
jak i pamigci na pamigtanie calego grafu, co nie przydaje si¢ w zastosowaniach.

3 Lemat
Lemat 3.1 (Expander mixing lemma). Niech S,T C V (G). Wredy ’\E(S,T IS[{T d‘ < MS[ [T

. ., L, . . 1S1-1TI-d
(Mozna zauwazy¢, ze w losowym grafie warto$¢ oczekiwana |E(.S,T')| wynosi %

nie odbiegamy za bardzo od tej wielkosci.)

. W ekspanderach

1 ves {1 UeT.Niech|S\:a,

Dowdd. Definiujemy wektory x, y takie ze x, = { 0 v¢S OraZy, =19 o ¢T
|T| =b.
Widaé, ze |[E(S, T)| = 27 - A - y.

. 1 . . 1 — _a_ 1 — b
Niech —= bedzie wektorem o normie 1. Mamy <ﬁ’ x) = = oraz ( NGE y) = NG

Rozbijmy z = 1 + xt - rozktad, gdzie z L 1,1 tak samo y = %1 +yt.



Mamy
IB(S,T)|=a" A-y=(21+at) A (L1+yb) =
—(21)T A (20) 4 (21) A+ @) A (2) 4 (@) Ay -

n
[Korzystamy z tego, ze 1 to wektor wlasny macierzy A, a wektory 2+ i y* sa prostopadte do 1]

d|S||T
=21+ 91y + Lt 1)+ ()T Ayt = g @ )T Ayt = BT )T Ay

Stad, korzystajac z definicji A oraz nieréwnosci (z+, y) < ||z| - |yl

[1B(S,T)] = 28| = 1@ )T - Ay < Aall -yl = AWa b= Ay/[ST- T 0

4 Konstrukcja zygzakowa ekspandera

Zatézmy, ze mamy ekspander G o N wierzchotkach i stopniu D, gdzie D jest duze, oraz ekspander H o
D wierzchotkach i stopniu d, gdzie d jest mate (D >> d?). Pokazemy konstrukcje ekspandera o N - D
wierzchotkach, stopniu d? i niewiele gorszej przerwie spektralnej niz G' i H. Dzigki tej konstrukcji mozemy
(kosztem niewielkiego spadku w przerwie spektralnej) stworzy¢ ekspander o rozmiarze podobnym do G, ale
ktérego stopieni zalezy od duzo mniejszego grafu H. (Potem, ten spadek w przerwie spektralnej nadrobimy
podnoszac powstaly graf do jakiej$ potegi.)

Dokladniej, zatézmy \(G) = aD, A\(H) = Bd. Pokazemy graf G@ H (zygzak), taki, ze

MNGDH) < (a+ B+ B%)d?

Przed definicja i dowodem wiasnosci grafu G@ H, pokazemy jak iloczyn zygzakowy pozwala na konstruk-
cje rodziny ekspanderéw. Skorzystamy z iloczynu kartezjanskiego, tensorowego oraz zygzaka.

Niechdeg H = d, |V| = d® oraz \(H) < g bedzie ekspanderem dla pewnej ustalonej statej d. Definiujemy
ciag graféw rekurencyjnie:

2
Gl = HZ,GQ =H x H,Gt = (G[%] X GL%J) @H
Twierdzenie 4.1. Tuk zdefiniowane G; sq ekspanderami.

Dowaod. Kolejno:

1. [V(Gy)| = d®:

—1

Istotnie: @8/ =1 - @8L% ) . @8 = @8

2. deg(Gy) = d*:
Grafy G rtz1q oraz G 2y maja z zatozenia indukcyjnego stopiefi d2, wigc ich iloczyn ma stopiefi d*,
po podniesieniu do kwadratu d®, po iloczynie zygzakowym z H stopief d>
3.A< 2d:
Z zatozenia G oraz G5 maja A = d? /5, czyli nawet lepiej niz chcemy (o czynnik 2).
Graf G riziy X G |51 ma A\ = 2d*/5, po podniesieniu do kwadratu jest to %dg. Podstawiajac we

‘o _ 4 _ 1 2 _ 4 .1, 1 _2 : :
wlasnosci zygzaka a = 5z oraz B = ¢, a + B+ B = 55 + £ + 5z = £ a wigc wynik ma przerwe

5 5
spektralng £.

O



5 Definicja zygzaka

Teraz zdefiniujemy i pokazemy wlasnosci zygzaka G@ H.

Zbiér wierzchotkéw to iloczyn V(G@ H) = V(G) x V(H). Mozemy my§leé, ze graf sklada si¢ z |G|
chmur, kazda chmura zawiera kopi¢ grafu H.

Krawedzie definiujemy nastgpujaco: (v, p) — (u, q) jest krawedzia dla kazdej marszruty

(0,0) = (0,7) = (') — (u,0)

gdzie w pierwszym i trzecim kroku wykonujemy doktadnie jeden krok do sasiada w grafie H. W drugim
kroku z v przechodzimy do jednego z jego D sasiadéow w G, doktadnie do r-tego sgsiada (tj. traktujemy
wierzchotek H w parze uporzadkowanej jako numer krawedzi ktéra mamy przejsé).

Jezeli istnieje wiele takich marszrut, krawedz (v, p) — (u, q) jest wielokrotna.

Innymi stowy: wpierw wykonujemy krok wewnatrz chmury, potem idziemy do sasiedniej chmury (zaleznie
od miejsca gdzie jesteSmy w obecnej chmurze) i w nowej chmurze wykonujemy jeden krok.

Widaé, ze zygzak ma N - D wierzchotkéw oraz stopiefi d? (marszruta jest wyznaczona przez pierwszy i
trzeci krok). Pozostato pokazaé, ze ekspansja jest zachowana.

Twierdzenie 5.1. Iloczyn zygzakowy spetnia (G2 H) < (a + 3 + 5%)d?

Dowdd. Zastandwmy sig, jak wyglada macierz indydencji A zygzaka. Niech By bedzie macierzg incydencji
G, a Cj bgdzie macierza incydencji grafu H. Mamy A = C'BC, gdzie C' odpowiada przejsciu wewnatrz

Co O 0
chmury: 0 Co 0
0 0 Co

Macierz B jest trudniej sobie wyobrazié, ale na pewno jest symetryczng macierza permutacji.

Wezmy » € RNP, gdzie z | 1xp. Aby obliczyé \(G@ H), pokazemy oszacowanie na %.

Roztézmy x =~ _ . x,, gdzie x,, jest niezerowe tylko na chmurze {v} x H. Dalej, rozt6zmy kazdy ., na

Ty = ;vL' + x (gdzie prostopadtosé oznacza prostopadtosé do wektora 1p ., sktadajacego sie z jedynek na

chmurze {v} x H). Mamy, ze xu jest wielokrotno$cia 1p ,; niech y, bedzie liczba taka, ze :17‘,', = Yplp .
Niech 2l = S 2l oraz 2+ = ST a. Poniewaz a1 jest prostopadly do kazdego wektora 1p,, jest tez
prostopadty do wektora jedynek 1yp. Skoro x oraz z sa prostopadie do 1yp, to ich réznica zll =

(Y1, Y1, Yls -+ sYnsYns - - -, Yn) TOWNIEZ jest prostopadta do 1xp. Stad, wektor y = (y1,¥2,---,Yn)

D
jest prostopadty do 1.

Mamy

[(Az, z)| = |{BCz,Cz)| = [bo C jest symetryczna]

— [(BC(a! + 24), C(all + o)) <

< [(BCOzl, Cxlly| + (BCzt, Cxll)| + (BCO2!, Cxt)| + |(BCxt, Cat)|

[Korzystamy z tego, ze x!l jest wektorem whasnym C, oraz || Ba| = ||a|| bo B to macierz permutaciji.]
< @|(Bal,2ll)| + dl|BOz*|| - ||zl + d|| Bz || - | Cat|| + | BCzH|| - |C2*]| <

< @[(Bal,all)[ + 2|zt || - (|2 || + B2l - [l + B2 [l 1>

Szacujemy pierwszy sktadnik.



|<Bl'”,$”>| = ’Zq;eV(G),peV(H) yvypojdz(v,p)‘ = ’ZUGV(G) Yo ZwENc(v) Yuw| =
202
= [Soevia v+ (Bowa| = 1(Boy, )| < aDLE = a2

gdzie w ostatniej nieréwnosSci wykorzystaliSmy to, ze y L 1.
Wstawmy teraz to do oszacowania na |(Ax, )|:
(A, )] < d?(al|2V|* + B - 2]|2V]| - ot || + B2l 1?) < d|l2]|*(a + B + 6°)

: o e RN -
gdzie ostatnia nieréwnos¢ wynika z ||z || - ||z!l|| < w = ”*2”2. O

Znane sa inne wyniki dotyczace przerwy spektralnej w iloczynie zygzakowym. Wiadomo, ze %C;(@H) >
1_2ﬂ ® . &. To oszacowanie mozna uzywaé w grafach w ktérych « i /3 sg bliskie 1 (twierdzenie 5.1 w tym
przypadku niczego nie daje).




