Wyklad 7 (26.04.2013) Opracowal: Przemystaw Wenus

Wstep do ekspanderow

Uwaga 1. W teorii ekspanderéw bedziemy rozwazali multigrafy, to jest grafy, w ktérych dopusz-
czamy istnienie wielokrotnych krawedzi i petli. Ponadto gtéwnym obiektem badan beda multigrafy
d-regularne. To jest takie, ze kazdy wierzcholek ma doktadnie d incydentnych z nim krawedzi liczac
z krotnosciami (jedna petla to jedna krawedz).

Definicja 1. Niech E(S,S) dla S C V(G) oznacza zbiér krawedzi pomiedzy zbiorem S i jego
dopemieniem S. Ekspansjq krawedziowg grafu G nazywamy liczbe:

|E(S, 9)]
5]

hE(@) :min{ 1S CV(G),|S| < ’V(G”}

2

Spostrzezenie 1.
0 < hP(G) < maxdeg(Q)

Dowdd. Nieujemnos¢ jest oczywista. Z kazdego wierzchotka dowolnego zbioru .S nie wychodzi wiecej
krawedzi niz maxdeg(G), zatem |E(S, S)| < maxdeg(G)|S|. O

Definicja 2. Macierza sasiedztwa multigrafu G o zbiorze wierzchotkéw V(G) = {1,2,...,n} be-
dziemy nazywali macierz A(G) = [a;;] gdzie a;; to krotnoéé¢ krawedzi pomiedzy wierzcholkiem i, a
wierzchotkiem j.

Przyktad:
1
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Uwaga 2. Macierz sasiedztwa jest macierza symetryczng, zatem jej wartosci wlasne sg liczbami
rzeczywistymi, oraz mozna dobraé¢ tak wektory wlasne, aby byly one parami prostopadte. Przyj-
mujemy umownie, ze wartosci wlasne sg uporzadkowane nierosnaco A\ > Ao > ... > A\,.

Uwaga 3. Na wektory mozna patrzeé¢ jak na pewne etykietowanie wierzcholtkéw liczbami rzeczy-
wistymi. Wynikiem mnozenia macierzy sasiedztwa A przez wektor x bedzie wektor, ktéry na i-tej
wspolrzednej ma sume tego co widzi w sasiedztwie i-ty wierzchotek w tym etykietowaniu (sasiedzi
polaczeni krawedziami wielokrotnymi do sumy licza sie kilka razy). Innymi slowy, jesli za N(1)
przyjmiemy multizbiér sasiadéw wierzchotka ¢ wraz z krotnosciami, to:

(Azx); = Zaz‘j%‘ = Y

J JEN(3)



Spostrzezenie 2. Dla multigrafu d-regularnego G mamy A\ (G) = d i A\, (G) > —d.

Dowdd. Niech x bedzie dowolnym wektorem wlasnym macierzy A = A(G) odpowiadajacym war-
tosci wlasnej A. Ponadto niech ig bedzie indeksem, dla ktérego |z;,| = max; |x;|.

((Az)i] < D ol < D Jwiol = [N(io)llwio| = dli |

JEN (io) FEN (io)
Z drugiej strony |(Az)i,| = |A||zi,|- Czyli modul dowolnej wartosci wilasnej A nie przekracza d.
Zatem d > \ > A\, > —d. _ _
Aby pokazaé, ze A1 = d wystarczy zauwazy¢, ze dla wektora 1 = (1,1,...,1) mamy (A 1);
=

oo

>je N() 1 = d, co oznacza, ze d jest wartoscig wlasng odpowiadajaca wektorowi 1.

Uwaga 4. Od tej pory G bedzie oznaczaé¢ multigraf d-regularny o zbiorze wierzcholtkéw V(G) =
{1,2,...,n}. Ponadto A bedzie oznaczaé¢ macierz sasiedztwa multigrafu G.

Definicja 3. Niech A = max{|Az2|, |\n|}. Bezwzgledng przerwq spektralng multigrafu d-regularnego
nazywamy liczbe d — \. Wzgledng przerwq spektralng multigrafu d-regularnego nazywamy liczbe
d— Ao

Uwaga 5.

T Az || Az||
Az = max T X
11 || 211 7]
Dowdd. Jest to wniosek z teorii wartosci wlasnych i wektoréw wlasnych z algebry liniowej (patrz

powtérzenie na stronie). O

Rozwazmy btadzenie losowe po wierzchotkach d-regularnego grafu G, czyli proces, w ktérym
startujemy z jakiegos wierzchotka, losowo wybieramy sasiada i idziemy do tego sasiada i tak dalej.
Niech pg bedzie rozktadem prawdopodobienstwa tego gdzie sie na poczatku znajdujemy, np. pg =
(1,0,...,0) jesli startujemy z wierzcholka o numerze 1. Jezeli potraktujemy pg jak wektor, to rozklad
prawdopodobienstwa tego gdzie si¢ znajdujemy po jednym kroku wyraza si¢ wzorem:

-(3)
pP1 = E Po

A k
Pbr = (d) Po

Wektor pp mozemy teraz rozbié¢ na czes¢ prostopadla i réwnolegta do T

i podobnie po k krokach

—
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pozpéJr*
n

i skorzystac z tego, ze T jest wektorem wlasnym macierzy A/d odpowiadajacym wartosci wlasnej 1
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Wektor poL nalezy do tej podprzestrzeni, w ktérej wartosci wlasne sa co do modutu nie wigksze niz

A, wiec
A LN
— < —
H(d It (5)

Czyli jesli bezwzgledna przerwa spektralna jest niezerowa to rozktad prawdopodobienstwa py doéé

szybko zbiega do %
Kolejne lematy pokazuja zwiazek miedzy wzgledna przerwa spektralna, a ekspansjg krawedziowa
multigrafu G.

Lemat 1. Dla multigrafu d-regularnego h*(G) > 11—2&

Dowdd. Niech S C V(G) bedzie zbiorem, dla ktérego |S| < % i h¥(G) = %SF)' Oznaczmy przez
a=|S],b=|S|=n—a, e=|E(S,S)| i rozwazmy wektor z = (z;)",

T, —

b dlaie S
—a dlaie S

. — — —
Wektor ten jest prostopadly do 1, bo (z, 1) = |S|b+ |S|(—a) = ab — ba = 0.
2T Az :inaijxj = Z T35 + Z TiQi5%5 + Z T35 + Z TiGi Ty =
(Y] i,J€S ijeS i€S,jes i€S,jes

b2 Z Qg + Z aqj +b Z aij + (—(I)b Z Qij

1,7€8 i,jES zeS,je? i€S,jes

Zauwazmy teraz, ze

> oaij= Y ai;=I|E(S,9)=
i€S,j€S i€S,j€S
Z al]:Z Z aij_ Z azj—zd ’ESS‘_CZCL—Q
i€S,jeS 1€S jeV(G) i€S,jeS icS
Z a”—z Z aij — Z a”—Zd |E(S,S)|=db—e
i€S,jes ieS JEV(Q) i€sS,jes iesS

czyli
2T Az = (da — e)b? + (db — e)a® — 2abe = dab(a + b) — e(a + b)?

Ponadto norma wektora x do kwadratu wynosi:
||z]|> = ab® 4 b(—a)® = ab(a + b)

Zatem

2T Ax ea+b
Ao > =d— -
27 P a b
Poniewaz “TH’ <2i<=hnFG), to
Ag)d—ga;b > d— 205 (Q)
a

Czyli ostatecznie hZ(G) > 4522, O



Lemat 2. Dla multigrafu d-reqularnego h¥(G) < v/2d(d — \2)

Dowdd. Niech ¥ bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym Ae. Mozemy zalozyé, ze |i : Z; > 0] <
5, bo inaczej mogliby$my wzia¢ wektor —z. Rozwazmy teraz x = (z;)j-;

o E jestiE >0
710 jedliz <o

Dla utatwienia mozemy przenumerowa¢ wierzchotki w taki sposéb, aby 1 > x2 > ... > z,. Tak
wiec z; = 0 dla i > 3. Oznaczmy przez S; = {1,2,...,4} i rozwazmy teraz nast¢pujace wyrazenie:
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
B = Z |27 — 5| = Z (z7 —xj) = Z (x7 — i) + (Tip — T40) + -+ (2521 — 77)
ijEE(Q) i<j i<j
ijEE(G) ijEE(G)

W takiej sumie nawias postaci (z§ — 22 +1) pojawia si¢ doktadnie raz za kazda krawedz ij € E(G)
dla i < k < j, czyli za krawed? ze zbioru F(S, Sk). Zatem

k=1

|E(Sk, Sk)| > kh®(G) dla k < 5, a wiec pamigtajac o tym, ze x = 0 dla k > § mozemy napisac:

k=1 k=1 k=1
n k n o n n
=hP(G) 0D (k= afn) = BE(G) DD (0} — afpy) = BE(G) D (af —a}) =
k=11:=1 =1 k=1 i=1
WE(G) Y af = pP(@)| |z
=1

Poprawnos$¢ zmiany kolejnosci sumowania > j_; Zle Cikk = D1 D p—; Cit mozna zweryfikowaé na
rysunku ponizej:

v

Podsumowujac nieréwnosci, dostalidémy:

B> h"(G)||«|?



z drugiej strony z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza mamy:

B= Y |lwi—azjlleital< | D (wi—ap)? | D (v +a5)?

ijEE(G) ijEE(G) ij€E(G)

Bl B2

Poniewaz (z; + z;)% < 227 + 2x?, to:

Z 2:U +2:E

ij€E(G)

Skladnik 27? w sumie pojawia si¢ dokladnie raz za kazda krawedz incydentna z wierzchotkiem 4,
zatem sktadnik ten liczony jest d razy.

> (222 4 222) \lZd 222) \l2dme:HwH\/ﬁ
i=1

ijEE(G)

Aby ograniczyé By zauwazmy najpierw, ze wektor x, macierz A i wektor © —T maja same nieujemne
wyrazy, zatem x! A(x — ) > 0, czyli 27 Az > 2TAT = 27X7 = MaT% = oaxlz = \of|z|%
Przedostatnia réwnoéé bierze sie stad, ze w sumie 277 = Y7, 2;@; tam gdzie ¥; # w; iloczyn

xifi:().
Yo o(wi—x)?= | > (@42 -2 > ma,

ijEE(G) ij€E(G) ijEE(G)

Na podobnej zasadzie co poprzednio Y ijeE(G) (z7 + 23) = d||z|]?, a poniewaz 23 jen(G) Titj =
>ij QijTiT; = 2T Az > \ol|z||?,

Y. @i+ -2 ) flfiﬂ?jZ\/deHz—xTAfv<\/dllfv\lz—/\zllvaz:lelvd—/\2

ijEE(G) ijEE(G)

Podsumowujac:

WE(G)l[2|” < B = B1By < ||e]|V2d||z]|Vd = Az = ||z]|*\/2d(d — A2)

Poniewaz wektor ¥ # 0 jest prostopadly do T, to ma zaréwno dodatnie i ujemne wspolrzedne,
zatem ||z||? # 0 czyli

RE(G) < \/2d(d — o)
O

Definicja 4. Niech I'(S) = {v € V(G) : (Jues)uv € E(G)}. Ekspansjq wierzcholkowg multigrafu
G nazywamy liczbe:

hV(G) — min{ms‘)ls‘_’s’ ¢S C V(G), |5" < ’V(2G)|}



Spostrzezenie 3. W multigrafie d-regularnym |S| < |T'(S)|, wiec RV (G) > 0.

Dowdd. Jest d|S| takich krawedzi, ze przynajmniej jeden koniec jest w S. W kazdym z wierzchotkéw
z I'(S) zbiega sie najwyzej d takich krawedzi, zatem wierzchotkéw z I'(S) musi byé¢ wiecej niz w

S. O
Lemat 3. Dla multigrafu d-reqularnego hY (G) > 22173\\3
Dowdd. Niech S C V/(G) bedzie zbiorem, dla ktérego S| < 5 i hV(G) = HE5L Omaczmy

przez a = |S]| i dla danego wektora v = (v;)!"_; niech supp(v) = {i : v; # 0}. Rozwazmy wektor
T = (7)iy
1 daies
710 dlaies
Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza mamy:

n

Sdayi= Y Aoi< [ (Al [ Y 12 <l Axlly/lsupp(Aa)]

=1 i€supp(Ax) i€supp(Ax) i€supp(Ax)

supp(Ax) to zbiér tych wierzchotkéw, ktére w sasiedztwie widza jakas jedynke w etykietowaniu
odpowiadajacym wektorowi z, czyli supp(Ax) = I'(S). Z drugiej strony Y1 (Ax); = d|S| = da,
bo kazda jedynka z x zwieksza o 1 to co widzi d wierzchotkéw na okoto.

da=3"(Az); < |4l /IT(S)]
=1
(da)?

< || Azl
(9] || Az||

|| Az|]

ISt i rozbijmy wektor 2 na czeéé x prostopadta do Ti czesé

Skorzystajmy teraz z A = max_

.
zll réwnolegta do 1.

— = —
ey L a1l a3
Y Jnyn n
at=g—al =227

n

Poniewaz wektor z!l jest wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajacym wartosci wlasnej d, to:
|Az|* = || Az* + A2l|* = || Azt + dal||?

Wektory Azt i dz!l sa prostopadle, bo (Azt, dzll) = (zt, ATdzll) = (z*, Adall) = (a*, d?zl) = 0.
|| Az]]

Wiec z twierdzenia Pitagorasa oraz faktu A = max_ — Ny Mamy:

zl 1 ||z
|Az||” = [|Az* + dall| = [[Az"|* + [|dzl[|> < N[ ]]? + @]

Policzmy odpowiednie kwadraty norm:

2 2
L n a— L a L a
a=|jz|* = |z + ||2!|* = ||= ||2+||51||2=||90 H2+$n=|!fﬂ ||2+;



||z =a— —
n
Czyli
(da)? 2 2.1 211 2 a’ 2“2 2 2 a’ 2
<A <A d =XNa——)+d—=d*"—\)—+ A
gy < el < Xl + Pl = Xo = T + T = (@ W) T+ N
Poniewaz n > 2a, to:
(da)? 2 2 a’ 2 2 2 2, @42
< (d7— A Na < (d? =\ Aa = d =
(9, ( )n-l- a < ( ) —l— a= +2
czyli po przeksztalceniach
r'(9) 2d>
a d? 4+ \?
co daje
L'S)—a T(9) d? — \2
Y (G) = = 1
(@) a a d? + \?

Lemat 4. Dla grafu d-regularnego A < \/d2 ﬁ

Uwaga 6. Dla dowolnego zbioru S zachodzi [I'(S)| — |S] < [T(S)\S| < |E(S,S)|, czyli
WY (G) < hP(@)

Zdefiniujmy kwadrat multigrafu G2 jako multigraf ktérego macierz sasiedztwa A(G?) = (A(G))?.
Innymi stowy ij € E(G?) wtedy i tylko wtedy, gdy z wierzcholka i do wierzchotka j mozna przejéé
w doktadnie dwéch krokach w G. Wartosci wlasne macierzy (A(G))? to kwadraty wartoéci wha-
snych A(G), zatem A\2(G?) = MG?) = A?(G). Jezeli G jest d-regularny, to G? jest d*-regularny.
Zauwazmy tez, ze ['q2(S) =Ta(Tq(S)) D Tq(T) dla T CT'¢(S), |T| =|S|. Zatem dla kazdego S:

T2 (S) =151 _ Te(D)|-IT] _ v
> >h' (G
S 7] )
Cazyli:
WY (G?) = 1Y (@)
Z powyzszych uwag i lematu 2 wynika, ze
WV (G) < BV (G?) < hP(G?) < \J2d2 (& — N2(Q))

Otrzymaliémy w ten spos6b nieréwnoéé méwiaca (podobnie jak ta z lematu 4), ze jesli A" jest duze,
to d — A tez musi by¢ duze. Otrzymana nier6wnos¢ jest stabsza niz ta z lematu 4, ale prostsza w
dowodzie.



