Wyklad 6 (12.04.2013) Opracowal: Krzysztof Wesek

Kolorowanie graféw planarnych, discharging

1 Przyktady dischargingu

Standardowo bedziemy oznaczaé dla grafu G i jego rysunku planarnego (graf i rysunek bedzie
klarowny z kontekstu): przez F' zbidr Scian, przez f liczbe Scian, m = |E(G)|, n = |V (G)].

Lemat 1. Jesli graf G jest planarny, to istnieje v € V(G) taki, Ze deg(v) < 5.

Dowdd pierwszy. Ustalmy planarny rysunek G. Poniewaz kazda $cian ma co najmniej 3 krawedzie,
a kazda krawedz wlicza sie do dlugosci dwéch $cian, wiec mamy:

3f < Z len(F') =2m

s - $ciana

Wobec tego zachodzi f < %m, a wiec korzystajac z formuty Eulera n > %m—{—Q, czyli 6n—12 > 2m.
Zatem:
n-avgdeg(G) = Z deg(v) = 2m < 6n — 12
veV(Q)
a co za tym idzie

—12
avgdeg(G) < on —

7 czego wynika, ze w G istnieje wierzcholek o stopniu mniejszym niz 6, czyli co najwyzej 5. ]
Dowdd drugi. Uzyjemy metody dischargingu. Poczatkowe tadunki przy ustalonym rysunku G:

e wierzchotek — 6

e 3iciana —— 6

e krawedZ — —6

Ze wzoru Eulera mamy (przy oznaczeniach jak wezeéniej): 6n+6f—6m = 12, a wiec suma rozdanych
tadunkéw to 12. Teraz nastepuja przemieszczenia:

e 3ciana rozdaje po réwno przylegajacym krawedziom
e wierzchotek rozdaje po 1 incydentnym krawedziom

Po tych operacjach kazda $ciana ma tadunek 0, za$ krawedz nie wiecej niz 0 = =6 +2+2-2 (bo
ma dwa incydentne wierzcholki dajace po 1 i dwie przylegajace $ciany dajace co najwyzej po 2).
Z kolei wierzchotki o stopniu co najmniej 6 majg tadunek nie wiekszy od 0. Skoro suma tadunkéw
jest dodatnia, to musi istnie¢ wierzchotek o stopniu co najwyzej 5 (pozostate wierzchotki, wszystkie
krawedzie i $§ciany nie maja dodatniego tadunku). O



Twierdzenie 2. Niech G bedzie grafem planarnym oraz mindeg(G) > 3. Wtedy dla kazdego pla-
narnego rysunku G istnieje v € V(G) i przylegla do niego Sciana s takie, Ze:

len(s) + deg(v) < 8.
Dowdd. Uzyjemy metody dishargingu. Ustalmy rysunek G. Poczatkowe tadunki:
e wierzcholek v — 3(4 — deg(v))
e Sciana s — 3(4 — len(s))

Ogoétem rozdalidmy tadunkéw: Y-, oy (12 — 3deg(v)) + > e p(12 — 3len(s)). Stad wzér Eulera daje
nam:
12n + 12f — 6m — 6m = 24

Dalej dokonujemy przesuniec:
e wierzchotek o stopniu 3 oddaje po 1 do kazdej przyleglej Sciany
e 3ciana o dlugosci 3 oddaje po 1 do kazdego przylegtego wierzchotka

Zauwazmy, ze dla Sciany s przy len(s) > 6 zachodzi: nawet jesli wszystkie przylegajace do s wierz-
chotki oddawaly tadunki przylegajacym $cianom, to s ma niedodatni tadunek:

12 — 3len(s) +len(s) = 12 — 2len(s) < 0

Z kolei dla wierzcholka v przy deg(v) > 6 zachodzi: nawet jesli wszystkie przylegajace do v Sciany
oddawaly tadunki, to v ma niedodatni tadunek:

12 — 3 deg(v) 4+ deg(v) = 12 — 2deg(v) < 0

Musi istnie¢ wierzchotek lub $ciana o dodatnim tadunku. Zalézmy, ze istnieje taka Sciana s, musi
zachodzié len(s) < 5. Jesli len(s) = 3, to s oddala swdj poczatkowy ladunek wierzchotkom, wiec
musi mie¢ wierzcholek przylegajacy oddajacy tadunki (o stopniu 3). Jesli len(s) = 4 lub 5, to
ladunek s wynosi 12 — 3len(s) + [liczba zyskanych ladunkéw], a zatem musi mieé¢ przylegajacy
wierzcholek oddajacy tadunki (o stopniu 3). Wobec tego mamy szukana pare Sciana - wierzchotek.
Analogiczne rozumowanie w przypadku wierzchotka o dodatnim tadunku (istotnie korzystajac z
zalozenia o minimalnym stopniu). O

2 Kolorowanie graféw planarnych

Zauwazmy, ze fakt, iz kazdy graf planarny ma wierzchotek stopnia co najwyzej 5 implikuje, ze jego
liczba chromatyczna wynosi co najwyzej 6. Udowodnimy teraz fakt mocniejszy:

Twierdzenie 3. Dla kazdego grafu planarnego G zachodzi x(G) < 5.

Dowdd. Indukcja po liczbie wierzchotkow.

Baza - oczywista.

Rozwazmy graf planarny G. Niech v bedzie wierzchotkiem o minimalnym stopniu w G. Z zalozenia
indukcyjnego 5-kolorujemy G — v na kolory 1,...,5 (kolorowanie c). Jesli deg(v) < 4, to mozemy



tatwo rozszerzy¢ to kolorowanie do 5-kolorowania G.

Zalézmy, ze deg(v) = 5 - problem bylby tylko wtedy, gdyby 5 sasiadéw v mialo wszystkie 5
koloréw. Uzyjemy techniki tancuchéw Kempego. Wybierzmy planarny rysunek grafu G. Bez straty
ogblnosci zatézmy, ze kolory w sasiedztwie v zaczynajac od pewnego sasiada v uktadaja sie zgodnie
z kierunkiem wskazéwek zegara w kolejnosci 1, ..., 5. Zdefiniujmy

Xi3:={weV(G—-v):c(w)=1lub c(w) = 3}.

Rozwazmy spéjna sktadowg C' grafu G[X 3] zawierajaca sasiada wierzcholka v.

Jedli C' zawiera tylko jednego sasiada v to zamieniamy w tej sktadowej kolory 1 i 3 - dzigki
temu z sasiedztwa v znika jeden z koloréw 1, 3 i mozemy rozszerzy¢ otrzymane kolorowanie do
5-kolorowania G.

Jedli C' zawiera dwdch sasiadéw v, to znaczy, ze sasiadéw v w kolorach 1,3 taczy Sciezka 1, 3-
kolorowa. Zdefiniujemy analogicznie X5 4. Wnioskujemy, Ze na rozwazanym rysunku planarnym
sasiedzi v w kolorach 2 i 4 sg ”odcigci od siebie” éciezka 1, 3-kolorowa, tj. w grafie G[X 3] znajduja
si¢ w réznych skladowych spéjnosci. Wobec tego mozemy w tym przypadku w skladowej G[X1 3]
zawierajacej sasiada v w kolorze 2 zamieni¢ kolory 2 i 4. W tak otrzymanym kolorowaniu wierz-
chotek v nie ma sasiada w kolorze 2, a wiec mozemy to kolorowanie bezposrednio rozszerzy¢ do
5-kolorowania G. O

Autorem innego dowodu tego twierdzenia jest Thomassen - dowdd ten jest ogdlniejszy, bo dziala
dla listowe]j wersji kolorowania.

Definicja 4. G jest k-listowo kolorowalny, jesli dla kazdego przyporzadkowania wierzchotkom list
koloréw L : V(G) — 2% spelniajacego Voev(a)|L(v)| > k istnieje poprawne kolorowanie G uzywa-
jace w kazdym wierzchotku koloru z jego listy.

Podkreslmy przy tym, ze k-listowa kolorowalno$é¢ grafu implikuje k-kolorowalnosé tego grafu.
Twierdzenie 5 (Thomassen). Kazdy graf planarny jest 5-listowo kolorowalny.

Dowdd. Niech G’ bedzie grafem planarnym, ustalmy jego planarny rysunek i striangularyzujmy
go wewnetrznie, tj. tak, by kazda Sciana poza zewnetrzna byla trojkatem (niech ten graf bedzie
oznaczony przez (). Oznaczmy wierzcholki lezace na zewnetrznej $cianie jako kolejno zgodnie z
kierunkiem wskazéwek zegara v, ..., Us.

Udowodnimy, ze: jesli dla kazdego wierzcholka v z wnetrza rysunku zachodzi |L(v)| > 5, a dla
i = 3,...,s zachodzi |L(v)| > 3 oraz zachodzi |L(vy)| = |L(v2)| = 11 L(v1) # L(v2), to graf ten
mozna pokolorowaé przy pomocy list L. Zauwazmy, ze to wystarczy, by uzyskaé teze twierdzenia.

Uzyjemy indukcji po liczbie wierzcholtkow.

Baza indukcji to trojkat z wierzchotkéw vy, ve,vs - poniewaz L(vs) > 3 1 L(vy) # L(ve), to
mozna poprawnie pokolorowad.

Krok indukcyjny - dwa przypadki:

1° Istnieje cieciwa cyklu v1, ..., vs, powiedzmy vv; € E(G). Wtedy krawedz v;v; dzieli rysunek
grafu na dwie czedci, powiedzmy L i P. Pokolorujmy najpierw z zalozenia indukcyjnego te czesc,
ktora zawiera krawedZ vivy na brzegu, lgcznie z v;,v;. Teraz przy wyznaczonych kolorach dla
v;, v; mozemy zastosowaé zalozenie indukcyjne réwniez do drugiej czesci tacznie z vy, v; (kladac dla
v;,v; odpowiednie listy jednoelementowe - zgodnie z wcze$niej wyznaczonymi kolorami). Te dwa
kolorowania tworzg tgcznie kolorowanie G.



2° Nie istnieje cigciwa cyklu vy, ..., vs. Oznaczmy sasiadéw wierzchotka v poza vy i vs—1 jako
Z1, ...,y (zaden z nich nie lezy na cyklu zewnetrznym). Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze L(v1) =
{1}. L(vs) zawiera co najmniej dwa kolory rézne od 1, powiedzmy a,b. Zdefiniujmy L'(x;) :=
L(z;)\ {a, b}, a dla pozostalych wierzchotkéw z G — v niech L' réwne L. Wtedy G — vy z zalozenia
indukcyjnego mozemy pokolorowaé¢ przy uzyciu list L’. Teraz zauwazmy, ze spo$rdd sasiadéw v
tylko vs—1 moze by¢ pokolorowany na kolor a lub b. Oznacza to, ze dla vy mamy wolny kolor
i mozemy rozszerzy¢ to kolorowanie do poprawnego kolorowania G przy pomocy koloréw z list
L. O

Okazuje sig, ze w przypadku graféw planarnych bez tréjkatéw mozemy uzyskaé duzo wiecej:
Twierdzenie 6 (Grotsch). Jesli G jest grafem planarnym bez tréjkatow, to jest on 3-kolorowalny.

Teraz zajmiemy si¢ krélewskim wynikiem w tej materii, czyli twierdzeniem o 4 kolorach dla
graféw planarnych. Jego pierwszy dowdd opublikowali w 1976 roku Appel i Hacken - bardzo mocno
wykorzystywal on sprawdzanie przypadkéw przez komputer i budzil powazne watpliwosci. Wiele
lat p6zniej (1994) panowie N. Robertson, D. Sanders, P. Seymour, R. Thomas przedstawili zmody-
fikowany dowdd opierajacy sie na tych samych ideach - bardziej przejrzysty i uproszczony, chociaz
wciaz po czesci korzystajacy z komputera. Stal sie pierwszym zaakceptowanym przez $rodowisko
matematyczne. PéZniej pojawily sie jeszcze inne dowody, ale my skupimy sie na naszkicowaniu
wspomnianego uproszczenia z 1994 roku.

Twierdzenie 7 (Appel, Hacken). Kazdy graf planarny jest 4-kolorowalny.

Szkic dowodu. Przypusémy, ze istnieje kontrprzyktad. Niech G bedzie minimalnym wierzchotkowo
kontrprzykladem, na dodatek striangularyzowanym (mozna pokazaé, ze jest mozliwa triangulary-
zacja bez dodawania wierzchotkéw).

Zauwazmy najpierw, ze minimalny stopien w G musi wynosié¢ 5, bo inaczej byémy mogli poko-
lorowaé na 4 kolory G bez wierzchotka o stopniu co najwyzej 4 i potem przy pomocy tancuchéw
Kempego rozszerzy¢ to kolorowanie do 4-kolorowania G.

Pierwszy krok to pokazanie, ze nie ma w G separujacych cykli dlugosci < 4, a dlugosci 5 moga
by¢ tylko takie, ktére maja jeden wierzcholek po jednej ze stron. Sprawa cykli dlugo$ci mniejszej
niz 4 to dos¢ proste ¢wiczenie do rozrysowania, zajmiemy sie tymi trudniejszymi.

Przypuéémy, ze istnieje taki 4-cykl C. Powiedzmy, ze wierzchotki tego cyklu odczytywane zgod-
nie z kierunkiem wskazéwek zegara (poczawszy od jednego z nich) to z,y, z,t, niech H; bedzie
oznaczalo cze$é grafu na zewnatrz cyklu C' (lacznie z cyklem C'), a Hs cze$é grafu wewnatrz cyklu
C (lacznie z cyklem C). Teraz zauwazmy, ze z minimalnoéci G jako kontrprzyktadu mamy:

1.1 H; + yt jest 4-kolorowalny
1.2 H; + xz jest 4-kolorowalny
2.1 Hs + yt jest 4-kolorowalny
2.2 Hy + zz jest 4-kolorowalny

Sekwencje koloréw na wierzchotkach x,y, z,t bedziemy skrétowo zapisywaé w postaci (a, b, ¢, d) i
rozwazadé tylko z doktadnoscig do zamiany nazw koloréw. Podkredlmy, ze powyzsze podpunkty za-
wsze dadza na z,y, z,t zestaw co najmniej 3 réznych koloréw. WeZmy pod uwage dwa przypadki:



1° Jesli 1.1 lub 1.2 dalo na x, y, z, t sekwencje (1,2, 3,4) oraz 1.1 lub 1.2 dato sekwencje (1,2, 3,4)
to mozemy te kolorowania dopasowacé, potaczy¢ i stworzy¢ 4-kolorowanie grafu G.

2° Jesli 1.1 oraz 1.2 daly na z,y,z2,t sekwencje z powtarzajacym si¢ kolorem (odpowiednio
(1,2,1,3) 1 (1,2,3,2), to:

Jedli 2.1 dato sekwencje (1,2, 1,3), to pasuje ona z sekwencja z 1.1 i mogliby$my rozszerzy¢ koloro-
wanie do 4-kolorowania G.

Jesli 2.1 dalo sekwencje (1,2,3,4), to mozemy rozwazy¢ to kolorowanie Hy + yt jako kolorowanie
Hy. Wtedy z argumentu z tancuchami Kempego mozemy zmienié¢ te sekwencje na (1,2,3,2) lub
mozemy zmienié¢ te sekwencje na (1,2,1,4) (czyli (1,2,1,3)). Sekwencja (1,2, 3,2) pasuje do kolo-
rowania 1.2, za$ (1,2, 1, 3) pasuje do kolorowania 1.1.

W kazdym przypadku otrzymaliSsmy mozliwo$¢ pokolorowania G tylko 4 kolorami, co jest
sprzecznoscig z zatozeniem - wykluczylidémy 4-cykle.

Mozna pokazaé, ze graf planarny striangularyzowany G jest 4-kolorowalny wtedy i tylko wte-

dy, gdy istnieje funkcja f : E(G) — {a,b,c} taka, ze w kazdej Scianie (czyli tréjkacie) wystepuja
wszystkie etykiety a, b, c.
(Szkic: wykorzystaé nastepujaca ”$ciagawke”: krawedzie w kolorach 1 — 2 oraz 3 — 4 to etykieta a,
krawedzie w kolorach 1 — 4 oraz 2 — 3 to etykieta b, zas krawedzie 1 — 3 oraz 2 — 4 to etykieta c.
Mozna sprawdzié, ze bezposrednio w ten sposéb z 4-kolorowania otrzymamy poprawne (w powyz-
szym sensie) etykietowanie krawedzi. Z kolei by z etykietowania krawedzi uzyskaé¢ 4-kolorowanie
wystarczy wybra¢ w dowolnym wierzchotku kolor i dalej chodzié¢ po grafie kolorujac zgodnie ze
”Sciagawka”.)

Teraz zajmiemy si¢ 5-cyklami. Przypus$émy, ze istnieje w G taki 5-cykl C' = vy, ..., vs, ze w kaz-
dym z odseparowanych kawalkéw jest wiecej niz jeden wierzchotek (mozemy zalozy¢, ze jest indu-
kowany, bo gdyby mial cieciwe to pewien jego "podcykl” tez bylby separujacy i krétszy). Oznaczmy
te czesci (kazda tacznie z cyklem C') jako Hj i Ho. Bedziemy korzystaé z tancuchéw Kempego w
wersji z etykietowaniem krawedzi w sposéb nastepujacy: jesli popatrzymy na H; i pewna krawedz
w cyklu jest etykietowana a, to w tréjkacie przylegajacym do tej krawedzi w H; jest krawedz e,
etykietowana b, potem ”po drugiej stronie” e, ; (czyli w drugim tréjkacie do niej przylegajacym)
szukamy nastepnej krawedzi etykietowanej a i tak na przemian. Jesli nasz tancuch skonczy sie np.
krawedzia z cyklu C etykietowana b to znaczy, ze mozemy zamieni¢ na catym tancuchu etykiety a
i b bez zepsucia etykietowania w ramach H; i dzieki temu zmieni¢ konfiguracje etykiet na cyklu C.
Bedziemy na (maksymalnej diugosci) zestaw kolejnych krawedzi z sasiadujacych tréjkatéw etykie-
towanych a i b méwié¢ ab-tanicuch i analogicznie dla pozostaltych etykiet. Podkreslmy, ze bedziemy
widzie¢ konfiguracje etykiet z dokladnosciag do zamiany nazw etykiet.

Zauwazmy, ze na kazdym H; musi istnie¢ przynajmniej jedno etykietowanie krawedzi takie, ze
na C' mamy trzy razy obok siebie te sama etykiete (powiedzmy c) i po razie pozostalte (obok siebie).
Wystarczy do H; dotozy¢ jeden wierzchotek v i polaczyé z wierzchotkami z C' otrzymujac wciaz
graf mniejszy niz G (bo po kazdej stronie separujacego cyklu C' jest wigcej niz jeden wierzcholek),
a wiec z minimalnosci G graf 4-kolorowalny, czyli etykietowany w rozwazanym sensie. Etykiety
wychodzace z v musza wystepowaé (z dokladnoscia do przesuniecia) w konfiguracji ababe (zadna
etykieta nie moze wystapi¢ 3 razy). Mozna wiecej latwo sprawdzié, ze to implikuje na krawedziach
cyklu C sekwencje cccab (przy odezytaniu poczynajac od odpowiedniej krawedzi).

Ponumerujmy krawedzie C' w sposob nastepujacy: e; = vivs i dalej e; wedtug cyklu. Bedziemy
skrotowo zapisywaé konfiguracje na krawedziach z C jako ciag kolejnych etykiet odczytywanych
poczynajac od ej. Zajmiemy sie gléwnie grafem H; i to na nim przede wszystkim bedziemy do-



biera¢ odpowiednie etykietowania, ktére potem bedziemy dopasowywaé do Ho. Niech teraz zdanie
a(i, j) bedzie prawdziwe jesli istnieje etykietowanie H; takie, Ze e; ma a, e; ma b, a na pozostatych
krawedziach z C' mamy c. Wiemy juz, ze jakie$ a(i,i 4+ 1) (dla uproszczenia notacji 5+ 1 to 1) jest
prawdziwe.

Jedli dla kazdego ¢ mamy «(i,i+ 1), to mozna tatwo dopasowaé do etykietowania na Hy i stwo-
rzy¢ etykietowanie G, czyli G nie bylby kontrprzyktadem.

Zalézmy (bez straty ogélnosci), ze a(1,2), ale =a(2,3). Popatrzmy na ac taficuch w Hy z e;
przy etykietowaniu bedacemu $wiadkiem «(1,2). Nie moze si¢ on skonczyé w es, bo mieliby$my
a(2,3) (poprzez podmiane etykiet). Nie moze sie skonczyé w e4 z planarnosci. Zatem musi by¢, ze
konczy sie w es, a wiec mamy «(2,5).

Rozwazmy dwa przypadki:

1° Prawda jest a(1,5). Rozwazmy graf Hy zdefiniowany jako Hs z utozsamieniem wierzchotkow
vs 1 vs. Tak powstaly graf tez jest striangularyzowany. Etykietowanie musi da¢ na krawedziach z
tréojkata vy, vs, vg trzy rézne etykiety, powiedzmy, ze e; ma a, e ma b i vsv; = vsv; ma c. Wtedy
po rozlepieniu mamy poprawne etykietowanie Hs i teraz w zalezno$ci od etykiety = na es i ey (tej
samej!) bedziemy mogli dopasowaé do etykietowania Hi: x = a pasuje do realizacji «(1,2), z = b
pasuje do realizacji «(2,5), x = ¢ pasuje do realizacji a(1,5). Wtedy otrzymaliby$my przez sklejenie
tych etykietowan etykietowanie catego G i nie bylby on kontrprzyktadem.

2° Prawda jest —a(1,5). Popatrzmy na be-tancuch w realizacji «(2,5) z krawedzi es: Nie moze
sie on konczyé w e, bo wtedy byloby prawda (1, 5). Nie moze sie konczyé w ey, bo przeczyloby to
planarnosci. Wobec tego musi konczy¢ sie w e3 dajac nam «(3,5). Popatrzmy teraz na be-tancuch
w realizacji a(1,2) z krawedzi eg: Nie moze sie konczyé w e, bo wtedy zachodzitoby «(1,5). Nie
moze si¢ tez konczy¢ w ey z planarnosci. Wobec tego konczy¢ sie¢ musi w eg dajac nam «(1,3).

teraz mozemy do Hs dotozy¢ dwie cieciwy wychodzace z vo i poetykietowaé tak otrzymany graf.
Mozna sprawdzié¢, ze majac etykietowania realizujace a(1,2), «(1,3), a(5,3), a(5,2) dopasujemy
do etykietowania uzyskanego w powyzszy sposéb w Ho.

Ostatecznie wiec wykluczyliSmy istnienie w G cyklu dtugosci 5, ktéry bylby separujacy i po
kazdej ze stron miatby wiecej niz jeden wierzchotek.

Bardzo krétko o tym co odbywa sie potem: Dalej nastepuje "walka” z konfiguracjami (uklady,
ktére nie powinny sie pojawi¢ w kontrprzykladzie). Dana konfiguracje sie w pewien sposéb uzu-
pelnia, by otrzymac cykl ja otaczajacy o pewnych wlasnoéciach, nastepnie wymazuje sie " wnetrze”
tego cyklu i nastepuja dzialania na zy-tancuchach (dla x,y - etykiety) i podmiany etykiet. Kompu-
terowo sprawdza si¢ te konfiguracje (jest ich 633). Potem dowdd wykorzystuje metode dischargingu
- w skomplikowany sposob przy pomocy komputera sprawdza sie, ze obok wierzchotkéw o dodatnich
tadunkach pojawi sie konfiguracja. O



