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Twierdzenie o kracie

Glownym celem dzisiejszego wyktadu bedzie dowdd nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1. [/] Istnieje stala ¢ taka, ze dla kazdego grafu G jesli tw(G) > 4" to minorem
grafu G jest krata t X t.

Dowdéd. Oznaczmy c¢; = £2't zauwazmy, ze c; = c;i+1 i zalézmy, ze tw(G) > 2 = c§4. 7 Twier-
dzenia 12. z Wyktadu 2.0 wiemy, ze wowczas w grafie G jest (2(:%4, 2t26é4)—spl@tanie. Drzewo z tego
splatania tniemy tak, jak w Zadaniu 11. i otrzymujemy ¢*> plackéw wielkosci ct64 - nazwijmy je
A1, Ao, ..., Ap. 7 definicji splatania, dla kazdej pary (i, 7) mamy cgl sciezek z A; do A; roztacznych
wierzchotkowo.

Intuicja na dalsza czes¢ dowodu bedzie taka: bedziemy wybierac z kazdej pary A;, A; po jednej
Sciezce, globalnie roztacznie, i otrzymamy klike Ky2. A jedli nam sie to nie uda, to znajdziemy tam
krate t x t.

Ponumerujmy wszystkie pary (i,5) takie, ze 1 <1i < j < t2, nastepujaco:

(i1,71), (12,52)5 - -, (i(t2),j<t2)). W tej kolejnosci bedziemy robié kolejne kroki konstrukceji kliki. Na
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poczatku dla kazdego 7, 7 mamy rodzing Sciezek 732 ; mocy c?. W kroku I:

e dla a < [ mamy wybrana Sciezke P;

asja?

e dla b > [ mamy rodzine $ciezek P! . mocy cgl_l“ taka, ze dla kazdych a <1 < b P; i

ib,Jb
2

ib,Jb

asJa

sg rozlaczne.

Kiedy uda sie zrobi¢ krok [? Jedli istnieje éciezka P € P! . taka, ze dla kazdego b > | zachodzi

1,1
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HQ € Png,jb QNP = @}‘ > 02-4_1 = % Jesli udato nam sig¢ zrobi¢ (t;) krokéw, to mamy klike

K(tz) jako minor G, a z tej kliki mozemy wybrac¢ krate ¢ x t.
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Jesdli sie nie udato dojé¢ do konica, to znaczy, ze istnieje I takie, ze dla kazdej sciezki P & Pfl i
istnieje b > [ takie, ze

l
l . _ ’Pibyjb’
{@ePl,@npP=0} < - (1)
Zatem, z zasady szufladkowej Dirichleta, istnieje rodzina Sciezek P C Pfl j, 1istnieje b > [ takie, ze
e : Pl o 1Pl e :
dla kazdej $ciezki P € P zachodzi (1) oraz |P| > tQM_ll > Pk = % — = 6. Mamy wig ustalone

2
indeksy b il oraz Sciezki P, ktérych jest duzo, i kazda $ciezka z P zna prawie wszystkie $ciezki z
I+1

4
be’jb (dokladnie zna > cglflﬂ — % {ciezek z wab).
Zdefiniujmy teraz Py C P i Py C P, ; tak, zeby:
o |P1| = t27
o [Pof > cs,

e dla kazdych P; € Py, P, € Py bylo Py N Py # 0.



Bedzie to baza do wybierania kraty. Zrobimy to tak: niech Py := (), P, := sz j, 1 dopéki [Py] < 12
wybieramy Sciezke P € P\ P1, P1 := P1 U{P} i wyrzucamy z Py wszystkie te $ciezki, ktére sa
rozlaczne z P.

Teraz chcemy zrobi¢ krate. Zdefiniujmy: Ey = E(P1), E2 = E(P2), H = (V(G), E1 U E»).
Dopéki w H istnieje t? $ciezek o tych samych koticach jak Py, wyrzucamy jakas$ krawedz z Fy \ Eo
(Jest to takie ”prostowanie” $ciezek z 731) W ten sposéb rodzina P; zamieni sie w 7/3\1 taka, ze
Ei = E(P1) oraz dla kazdej krawedzi e € Fy \ Ey w grafie (V(G), By U Ey \ {e}) nie ma ¢2 $ciezek
o tych samych koncach jak P;.

Mamy teraz ]7/3\1\ = t2 1 |P2| > c5. Wezmy Sciezke Q € P1. Idziemy $ciezka Q i stawiamy
kreske jak spotkamy cscs (réznych) $ciezek z Po, idziemy dalej i robimy to samo (liczymy tylko
zupelnie nowe Sciezki, tzn. takie, ktére do tej pory sie nie pojawily, nawet w poprzednich blokach)
- podzielimy w ten sposéb Sciezke @ na cs blokéw (bo ¢5 = c¢4c3cs). Niech e; € E(7/7\1) \ E(P3) beda
krawedziami oddzielajacymi kolejne bloki na Sciezce Q.

Poniewaz dla kazdego i graf H = (V(G), E(P1) U E(Ps) \ {e;}) nie ma t2 éciezek o koficach
takich jak 7/3\1, mamy bloker X; C V(G), z twierdzenia Mengera | X;| = t2 — 1, oraz dla kazdej $ciezki
RePrmamy RNQ=01|RNX;| =1.

Wezmy écieZkQ P € Ps taka, ze PN X; = () dla kazdego i. Dlaczego mozemy to zrobi¢? Bo
|U2, Xi| < t2c3 < ¢y, a |Po| > c5, WIQC wigkszos¢ Sciezek z Ps nie dotyka zadnego X;. Zauwazmy,
ze P przecina wszystkie Sciezki R € 731 przed X;,e; albo wszystkie po Xj, e;. Niech, dla ustalenie
uwagi, P przecina ) miedzy e; a e;11. Woéwcezas P jest na prawo od X; i na lewo od X; 1. Poniewaz
w kazdym bloku @ przecina cscg > t2cs sciezek z Py, zatem mozemy mie¢ w kazdym bloku Sciezke
z Po, ktéra przecina wszystkie Sciezki z 731 I to jest zal@zek naszej kraty.

Popatrzmy teraz na blok miedzy X;,e; a X;y1,€i41. Sciagamy w nim kazda $ciezke z 771 do punk-
tu i powstaje multigraf K; o t? wierzcholkach. Niech T} bedzie drzewem rozpinajacym ten multigraf.
Z Zadania 10. wynika, ze T; ma t lidci (Q%, @5, ..., Q%) lub t-$ciezke (Q1 L Qb ..., Q). Wybieramy
I C{1,2,...,c3} o maksymalnej mocy taki, ze dla kazdego iel c1@g (@4 Qé, e QD=:(Q1,Q2, ..., Q)

jest taki sam. Z zasady szufladkowej mamy |I] > (tQ)t =& = H = cyc1 > 12,
Nasza krata wyglada tak: poziome krawedzie to Sciezki Q1,Qo,..., Q. Z kazdej Sciezki lub
zbioru lidci dostaje przez $ciagniecie jedna pionowsa krawedz. O

Udowodniliémy twierdzenie o kracie z zalozeniem, ze tw(G) > +t” . Niedawno pokazano, ze wy-
starczy wielomianowe ograniczenie treewithu, zob. [1]. Dla graféw planarnych dobrze jest z liniowym
ograniczeniem treewithu.

Twierdzenie 2. [5, 3] Jesli G jest grafem planarnym oraz tw(G) > 5t, to minorem grafu G jest
krata t X t.

Na koniec wspomnijmy jeszcze, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 3. [2] Dla kazdego grafu H istnieje stalg ¢(H) taka, Ze dla kazdego grafu G, jesli H
nie jest minorem G i tw(G) > c(H)t, to minorem grafu G jest krata t X t.
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