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Ciernie i ich zwigzek z treewidth

Na poczatek wprowadzimy kilka pojeé i definicji. Méwimy, ze zbiér B C V(G) jest spdjny, jesli
G[B] jest sp6jny. Zbiory By i By si¢ dotykaja jesli By N By # 0 lub 3,,cp(eyu € Bi,v € By

Definicja 1. Rodzing B nazywamy cierniem jezeli VgepB jest spéjny oraz jesli Vg, p,ep B1 i B2
sie dotykaja.

Powiemy, ze X C V(G) trafia cierni B jezeli VgepX N B # (. Rzad ciernia n(B) to minimalna
moc zbioru X trafiajacego B, czyli n(B) = min{|X| : X trafia B}

Na ¢wiczeniach rozwazaliSmy nastepujaca gre: w grafie G mamy zlodzieja i k policjantéw.
Zltodziej dysponuje szybkim motorkiem, a policjanci helikopterami. Pomiedzy turami kazda osoba
okupuje jakis wierzchotek grafu. Tura wyglada nastepujaco:

1. pewien podzbiér policjantéw wznosi sie ze swoich miejsc i deklaruje, gdzie bedzie ladowad;
2. zlodziej si¢ przemieszcza, ale nie moze przechodzi¢ przez wierzchotki, w ktérych stoi policjant;
3. policjanci laduja.

Policjanci wygrywaja, jesli jakis policjant wyladuje w wierzchotku, gdzie jest ztodziej.
Wykazali$émy, ze minimalna liczba policjantéw potrzebna do zlapania zlodzieja to tw(G) + 1. Za-
uwazmy teraz, ze

Obserwacja 2. Jezeli mamy dany ciern B i w rozwazanym grafie znajduje si¢ mniej niz n(B)
policjantéw, to ztodziej moze uciec

Dowdd. Rozwazmy nastepujaca strategie ztodzieja: ztodziej zawsze stoi w zbiorze B € B, w ktérym
nie ma policjantéw. W momencie, w ktérym policjanci sie podnosza, uwalnia sie takze pewien inny
zbiér. Ale skoro mamy do czynienia z cierniem, to dwa rozwazane zbiory sie dotykaja i zlodziej
moze si¢ przemiescic. O

Definicja 3. Bramble number to liczba BN (G) = max{n(B) : B ciern w G}
Whiosek 4. Jezeli w grafie G policjantow jest mniej niz BN(G), to zlodziej moze uciec.

Na éwiczeniach pokazaliSmy, ze tw(G) + 1 policjantéw wystarcza, aby zlapaé zlodzieja w grafie
G. Oznacza to, ze tw(G) + 1 > BN(G). Przekladajac to na jezyk teorii graféw otrzymujemy
nastepujace

Stwierdzenie 5. Jezeli B jest cierniem, a (T, (Vi)ier) dekompozycja grafu G, to istnieje t € T,
takie ze Vi trafia ciern.

Dowdd. Wezmy tq,ts € T potaczone krawedzia w T'. Niech X1 bedzie zbiorem wierzchotkéw znajdu-
jacych sie po tej stronie krawedzi t1t2, co wierzcholek ¢1. Analogicznie definiujemy Xo. Jezeli Vi, NV4,
trafia B, to ok. W przeciwnym przypadku popatrzmy na B € B takie, ze BN(V, NV;,) = 0. Wowczas
Vi, NV, oddziela X1\ X2 i X2\ X;. Ale skoro B jest spojny, to B C X1\ X lub B C X5\ X Z drugiej



strony, dla dowolnych By, By € B By, By si¢ dotykaja, wiec By, Bo C X1\ X3 lub By, Bs C X2\ X;.
A zatem wszystkie nietrafione B € B znajduja sie wszystkie w X3 \ Xy lub X5 \ X;. Zorientujmy
zatem krawedz tito, tak aby wskazywala w strone, gdzie znajduja sie te zbiory. Analogicznie orien-
tujemy pozostate krawedzie drzewa. W tak otrzymanym grafie istnieje ujécie ¢t. To jednak oznacza,
ze V; trafia B. O

Twierdzenie 6 (Seymour - Thomas, 1993). BN(G) = tw(G) + 1

Dowdd. Potrzebujemy pokazaé jedynie nieréwno$é BN (G) > tw(G)+1 (nieréwnoéé¢ w druga strone
zostala wykazana wczesniej). Idea stojaca za ponizszym dowodem jest nastepujaca: zbiory trafiajace
ciernie sa dobrymi kandydatami na worki.

Niech BN(G) = k. Bedziemy konstruowa¢ dekompozycje o max |V;| < k. Dokladniej, dla kazdego
ciernia B w G skonstruujemy (7%, (VB),c2) o nastepujacej wlasnosci: jesli V2| > k, to nie trafia
on B. Bedziemy to robi¢ indukcyjnie w dot po rozmiarze cierni - latwo zauwazy¢, ze w momencie,
gdy dojdziemy do (T, (Vt@)teT@), bedzie to koniec dowodu twierdzenia.

Wezmy cierhi B i zalézmy, ze dla kazdego ciernia B, takiego, ze IB| < |IE%| istnieje dekompozycja
(T%, (V;®),ers2). Niech X trafia B, | X| = [ = n(B) < k (tj., moc X jest najmniejsza mozliwa).
Niech C bedzie sp6jna sktadowa grafu G\ X. Chcemy skonstruowaé¢ dekompozycje G[X UV (C)]
taka, aby X byl jednym z workéw. Zauwazmy, ze C' ¢ B, bo X trafia B, a X N C = 0.

Niech B = BU {C}. Mamy dwie mozliwosci:

e B nie jest cierniem. Woéwczas istnieje B € B taki, ze C nie dotyka B. Zauwazmy, ze (C'U
N(C))NB =), wiec CUN(C) nie trafia B. Bierzemy wéwczas jako worki X oraz C'U N(C).

e B jest cierniem. Z zalozenia indukcyjnego mamy dekompozycje (TI@, (V;]E) . ET]E) i chcemy ja
poprawi¢ dla dobrej dekompozycji dla B na C'U X. Jezeli dekompozycja ta jest dobra dla B,
to ok. W przeciwnym wypadku, oznacza to, ze istnieje worek Z = VB, ktéry jest za duzy i
trafia B, a nie trafia B. Zauwazmy, ze wowczas zachodzi Vs@ NC =1
Popatrzmy teraz na C' U X. Niech W, := V;B N (C U X). Wtedy (T@, (Wt),ers) jest dobra
dekompozycja drzewowa dla G[C'U X], ale moze nie zawiera¢ X . Bedziemy ja wiec poprawiaé.

Obserwacja 7. Istnieje [ rozlacznych wierzchotkowo $éciezek miedzy X a VSE =Z.

Dowdd. Przypusémy, ze nie. Wowczas istnieje YV, takie ze |Y| < [, takie ze Y oddziela X od
Z. Zbiory X i Z trafiaja B. Niech B € B. Wowczas BN X # () oraz BN Z # (). B jest spdjny,
wiec BNY # (). Stad Y trafia B. Jest to jednak sprzeczno$é¢ z wyborem X. O

Oznaczmy rozwazane powyzej Sciezki jako P; i niech x; beda koncami tych $ciezek w zbiorze
X. Dorzucamy teraz x; do wszystkich workéw na $ciezce miedzy Z a workami, gdzie jest x;,
czyli przeciggamy x; z tego worka, gdzie lezy w T', do worka Z. Otrzymujemy w ten sposéb
worki W;. Zauwazmy, ze wéwczas Wy = X i to bedzie nézka do potaczenia.

Fakt 8. [ < [V}

Fakt ten wynika z tego, ze jesli dodaliémy x; do W, to Vt@ \ W zawiera czes$é Sciezki P;.

Przypuéémy teraz, ze W, trafia B i |[W;| > k. Wowcezas |V;B| > k, wiec Vt@ nie trafia B. Mamy
zatem dwie mozliwosci:



1. V;@ N C = (. Wéwcezas jednak musi zachodzi¢ W; C X, sprzecznoéé.

2. 337&0%@ NB = . Skoro W; pokrywa B, to W; przecina B. A zatem istnieje x;, ktéry jest
zaréwno w B jak i w Wy \ V;B. Oznacza to, ze wezet t lezy w drzewie T pomiedzy weztem

s a weztami, w ktérych workach lezy x;. Spéjrzmy teraz na worek VE: zawiera on cof,
co przecina B, bo trafia B. Z drugiej strony, wszystkie worki zawierajace x; przecinaja
B. Skoro B jest spdjny, to przecina réwniez wszystkie worki po drodze, czyli przecina
VB, sprzecznosé.
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