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Szerokosé¢ drzewiasta

Uwaga 1. Motywacja tego wyktadu jest Twierdzenie o kracie, ktére méwi mniej wiecej, ze
graf G albo wyglada jak grube drzewo albo minorem tego grafu jest krata.
celem tego wyktadu jest okresli¢ co oznacza grube drzewo.

Definicja 2 (tree decomposition). Dekompozycjq drzewiastq grafu G nazwiemy pare (T, (Vi)ier),
gdzie T jest drzewem, V; C V|G| dla kazdego t € T oraz spelnione sa nastepujace warunki:

L Uter Vi = VIG]

2. Vuvep(g) Fter u,v € V4

3. Vuvep(a) {t v € Vi} jest spojny w T
Definicja 3. Szeroko$cig dekompozycji nazwiemy:

szerokoS¢(T, (Vi)ier) = maxyer |Vi| — 1
Definicja 4 (tree width). Szerokoscig drzewiastq nazwiemy:
tw(G) = min szerokos$é(T, (Vi)ier) (po dekompozycjach G)
Lemat 5. V;, NV, = X1 N Xy, gdzie
Xi={veVI[G] : veVidlaT bedgcego po stronie t; wT \ {t1,t2}}

Dowod. Wynika to prosto z warunku spdjnoséi. O
Lemat 6. Jezeliu; € X1\ (Vy,NV,,) oraz ug € Xo\ (Vy, NV4,), to uy i ug niespdjne w G\ (Vi, NV4,).

Dowdd. Zatézmy przeciwnie, ze uy i ug spéjne w G\ (Vi, N Vi, ). Wtedy istnieje $ciezka w;| ¥}, wo =

up, w1 = ug w G\ (Vi NV, ). Zatem istnieje i takie, ze w; € X oraz w;41 € Xo. Skoro w;w;+1 €
E[w] to z warunku 2 w definicji dekompozycji drzewiastej albo w; € Xo albo w;y; € X;. Zatem, z
lematu 5 albo w; € V3 N Vy albo w;1 € Vi N Va. Ale to jest sprzeczne z Viw] C G\ (VinVy). O

Lemat 7. H <y G = tw(H) < tw(G)

Dowdéd. Minor otrzymujemy na drodze usuwania krawedzi, wierzcholkow i Sciggania krawedzi. Z
dekompozycji G (minimalnej wzgledem szerokosci) tworzymy dekompozycje H strukturalnie wzgle-
dem usuwania wierzchotkéw, usuwania krawedzi i Sciggania krawedzi.

G \ v Usuwajac wierzcholek v z G poprawiamy jego dekompozycje usuwajac v ze wszystkich wor-
kéw. Zachowujemy spdjnosé, bo inne wierzchotki byty wcezeéniej spéjne w dekompozycji. Kaz-
dy wierzchotek nadal znajduje sie¢ w pewnym worku. Kazda krawedz réwniez znajduje sie w
pewnym worku gdyz usuwajac v z G usuneliémy réwniez wszystkie krawedzie dotykajace v.



G \ uw Dekompozycja drzewiasta si¢ nie zmienia. Mamy tylko jedna krawedz mniej do pokrycia.

G(u = w) W tym kroku utozsamiamy dwa wierzchotki. Widaé, ze dekompozycja pokrywa dalej wszyst-
kie wierzchotki (lacznie z utozsamionym). Réwniez wszystkie krawedzie sa pokryte: Jezeli
spojrzymy na krawedz wv gdzie u byl jednym ze $ciagnietych wierzcholtkéw i zostal utoz-
samiony z pewnym w tworzac z - krawedz uv jest pokryta w tym samym worku jako zwv.
Krawedz uw gdzie u oraz w to wierzchotki skojarzone nie jest juz obecna w grafie, zatem nie
musi by¢ pokryta w dekompozycji. Jedyny problem moze stanowi¢ sp6jnoséé, gdyz na pierwszy
rzut oka worki pokrywajace v i w nie musiaty by¢ spdojne. Ale w grafie przed wykonaniem
tego kroku istniata krawedz uw (ktéra SciagneliSmy). Zatem musial istnie¢ worek zawierajacy
u i w. Z tego prosto wynika, ze wierzchotek utozsamiajacy u i w jest spéjny w dekompozycji.

W efekcie otzymujemy dekompozycje H o niewickszym tree width niz G, gdyz zaden z workéw
dekompozycji G nie zwiekszyl swojego rozmiaru w trakcie procesu. O

Lemat 8. K, CG = tw(G)>n—1

Dowdd. Wezmy dowolne sgsiadujace t1, to w drzewie dekompozycji. Rozwazmy dwa przypadki:
K, CV, NV,,. Wtedy albo K,, CV;, albo K,, C V;, zatem tw(G) > n — 1.
Zaltézmy wiec K, € Vi, NV,,. Wtedy albo K, N (X7 \ X2) = 0 albo K, N (X3 \ X;1) = 0.
Zorientujmy krawedz t1to w kierunku kliki. Po zorientowaniu wszystkich krawedzi widaé, ze istnieje
t; ze stopniem wyjsciowym réwnym 0. Zatem K,, C V;,. 0

Definicja 9. X C V[G] jest zewnetrznie k-spdjny (k > |X|) jezeli dla kazdych dwu rozltacznych
(Y NZ =0), réwnolicznych (|Y| = |Z] =1 < k) podzbioréw X (Y, Z C X) istnieje | wierzchotkowo
rozlacznych z G[X] $ciezek pomiedzy nimi (gdzie [ jest ich licznoscia).

Definicja 10 (k,s-mesh). A, B C V|G|, AU B = V[G] nazwiemy k,s-splgtaniem jezeli:
1. [ANB|=s
2. AN B zewnetrznie k-spdjne w G[B].
3. istnieje drzewo D C G[A] takie, ze AN B C V[D] oraz max deg[D] < 3.
Definicja 11. k,s-mesh* Definicja *k,s-splgtania dodatkowo zaklada:
1. Vyeanpdegp(v) <2
2. Jpeanpdegp(v) <1
Twierdzenie 12. Dia 1 < k < s, jezeli G nie ma k,s-splatania to tw(G) < k + s.
Dowdd. Konstruujemy dekompozycje G, ktéra nie ma szerokosci wiekszej niz k + s.

START
U = v gdzie v € V[G].

KROK
U C VI[G] - zakladamy, ze zbudowalismy dekompozycje G[U]. Niech C € {C1,...} - spéjne
skladowe G \ U.



NIEZMIENNIK

PRZYPADEK 1

PRZYPADEK 2

X:=N(C)CU
| X| <'s, X jest podzbiorem jakiego$ worka w dekompozycji U oraz D C G \ C - drzewo jak
w definicji dla splatania® (V[G] \ C,C U X).

| X| <s
Bierzemy vy € X takie, ze degp(v1) < 1 oraz 3, cconn(y) 1 robimy worek X = X Uwu oraz
drzewo D U {vju}.

| X|=s

Czy (V[G]\ C,C U X) nie jest k,s-mesh?

Nie moze, bo byloby to sprzeczne z zalozeniem. Zatem X nie jest zewnetrznie k-spojny w
CUX. Niech Y,Z C X, |Y| = |Z| =1 < k bedzie swiadkiem niespdjnosci. Istnieje zatem
minimalne ciecie W C (CUY U Z), |W| < [ < k. Niech C' bedzie spdjna skltadowa C \ W,
bez straty ogélnosci zatdézmy, ze lezy ona po stronie Y separatora W. Robimy worek X U W.
Sprawdzamy, czy dla C’ spelniony jest niezmiennik.

e N(C"C(X\Z)UW, |Z] =1>|W]|, czyli IN(C")| < | X| = s.
e N(C") C(XUW), a X UW jest nowym workiem.
e W - minimalne ciecie miedzy Y i Z zatem istnieje || $ciezek roztacznych wierzchotkowo.

Dodaje sciezki Z — W do D.
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