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Teoria minoréw — wprowadzenie

1 Definicje wstepne

Definicja 1. Niech G i H bedg grafami prostymi. Graf H jest minorem G, jesli istnieje rodzina
(Un)nev (m) niepustych podzbioréw V(G) taka, ze:

1. Uy sa parami roztaczne;
2. G[Up] jest spéjny dla kazdego h € V(H);
3. jesli hi € E(H) to E(Uy, Uy) # 0.

Innymi stowy, H jest minorem H jesli mozna go otrzymaé z G poprzez ciag operacji, z ktérych
kazda operacja jest

1. usunieciem krawedzi;
2. usunigciem wierzchotka i wszystkich incydentnych z nim krawedzi;
3. Sciagnieciem krawedzi uv, tj. utozsamieniem w i v.

Definicja 2. Niech G i H beda grafami prostymi. Graf H jest topologicznym minorem G, jesli ist-
nieje funkcja réznowartosciowa f: V(H) — V(G) oraz rodzina (Puy ) ywe g(fr) Diepustych podzbioréw
E(G) takie, ze:

1. jesli uv € E(H) to Py, jest $ciezka w grafie G laczaca wierzcholki f(u) i f(v);
2. P, sa rozlaczne wierzchotkowo poza koncami.

Uwaga 3. Jesli graf H jest topologicznym minorem grafu G, to H jest rowniez minorem G.

2 Dobry quasi—porzadek (WQO)

Definicja 4. Quasi—porzadek (A4, <) jest dobrym quasi—porzadkiem (well quasi-ordering; WQO),
jesli w dowolnym ciggu x1, 22,3 ... € A istnieje para indekséw ¢ < j takich, ze x; < z;.

Twierdzenie 5 (Robertson-Seymour). Relacja <p; bycia minorem jest WQO na zbiorze skoriczo-
nych grafow prostych.

Uwaga 6. Relacja <7js bycia topologicznym minorem nie jest WQO na zbiorze skonczonych graféw
prostych.

Twierdzenie 7. Nastepujgce warunki sqg réwnowazne dla quasi—porzqdku (A, <):

1. (A, <) jest WQO;



2. w kazdym ciggu x1,x2, T3 ... € A jest nieskoniczony podcigg niemalejgcy;
3. w (A, <) nie ma nieskoniczonego laricucha i nieskoriczonego ciggu Scisle malejgcego.

Dowdd. Implikacje 2. = 1. oraz 1. = 3. sg oczywiste. Pozostaje do pokazania implikacja 3. = 2.
Niech x1,z9,x3... € A bedzie dowolnym ciaggiem. Utozsammy elementy ciggu z wierzchotkami

grafu pelnego G(V, E). Nastepnie pokolorujmy kazda krawedz x;x; € E na jeden z trzech koloréw.

Kolor uzalezniamy od relacji pomiedzy x; oraz x; (dlai < j). Istnieja nastepujace przypadki/kolory:

1. z; i x; sa nieporéwnywalne;
2. x; < T3
3. x> Zj.

7 twierdzenia Ramseya w tym grafie istnieje nieskoniczona jednokolorowa klika. Z zalozenia
dowodu nie jest to klika w 1. ani 3. kolorze. Czyli istnieje nieskonczona klika w kolorze 2., co jest
réwnoznaczne z istnieniem nieskonczonego podciagu wstepujacego i konczy dowdd. O

Niech (A, <) bedzie WQO oraz A<“ bedzie rodzina skoficzonych podzbioréw A. Zdefiniujmy
quasi—porzadek < na A<¥ w sposéb nastepujacy:

Dla X,Y € A<¥ mamy X < Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja réwnowarto$ciowa
f: X — Y taka, ze dla dowolnego = € X zachodzi f(z) > x.

Twierdzenie 8. Quasi—porzqdek (A<¥, <) okreslony powyzej jest WQO.

Dowdéd. Przeprowadzmy dowdd niewprost.

Przez cigg—kontrprzyklad rozumiemy ciag A, As, A3z... € A<¥ nie spelniajacy wlasnosci z
definicji WQO.

Konstruujemy minimalny ciag—kontrprzyktad w nastepujacy sposéb: majac Ai, Ao, ..., A, €
A<¥ dobieramy A, tak, by mialo jak najmniejsza moc, ale réwniez tak, aby otrzymany prefiks
wciaz dalo sie przedtuzy¢ do ciagu—kontrprzyktadu. Oczywiscie tak skonstruowany ciag A, Aa, As . ..
jest ciagiem—kontrprzyktadem.

Nastepnie z kazdego ze zbiorow A, wybierzmy po jednym, dowolnym elemencie a, i okreslmy
ciag zbioréw B, = A, \ {a,}. Skoro (A4, <) jest WQO, to w ciagu (a,) istnieje podciag niemalejacy.
Oznaczmy go przez (an, )ren. Nastepnie rozwazmy nastepujacy ciag:

A07A17 cee 7An1—17Bn1aan7Bn3a o

Z minimalnosci (A,,) ten ciag nie moze by¢ ciagiem—kontrprzyktadem, co implikuje istnienie jednego
z trzech przypadkéw:

1. Istniejg ¢ < j takie, ze A; < Aj.
2. Istnieja i, j takie, ze A; < Bp;. Wtedy musialoby zachodzi¢ réwniez A; < Ayp;, bo By, C Ay,.
3. Istnieja i < j takie, ze By, < By,. Skoro an, < an, to musialoby zachodzi¢ réwniez A, < Ay, .

Kazdy z powyzszych warunkéw jest sprzeczny z faktem, ze ciag (A,) jest kontrprzyktadem, co
koniczy dowodd. O



Twierdzenie 9 (Kruskal 1960). Klasa drzew z relacjq bycia topologicznym minorem jest WQO.

Dowod. Zawezszmy jeszcze relacje bycia topologicznym minorem: zalézmy, ze kazde drzewo T jest
ukorzenione w rp i T < T”, jesli mamy podpodzial T ktory jest podgrafem T” tak, ze korzenie sie
pokrywaja i zachowany jest porzadek od korzenia do lidcia.

Robimy ciag—kontrprzyklad (7, )nen jak poprzednio: T),41 jest najmniejszym drzewem takim,
ze Th,Ts, ..., Thy1 jest prefiksem jakiego$ kontrprzykiadu. Oczywiscie tak skonstruowany ciag
T1,15,T5 ... jest kontrprzyktadem.

Niech A,, bedzie rodzing drzew powstalych przez usuniecie z T, korzenia; T € A,, jest ukorze-
nione w sasiedzie r7,. Niech A = J,,cry An, Przy czym nie utozsamiamy izomorficznych drzew.

Pokazmy, ze (A, <) jest WQO. Niech wiec (T%)ren bedzie ciggiem drzew z A i niech n(k) bedzie
indeksem drzewa T, w ktérym wystepuje T%. Wezmy k takie, ze n(k) jest minimalne i sp6jrzmy
na cigg

T\, To, ..., Togy—1, TF, TFH

Z minimalnosci (7},) nie jest on kontrprzykladem, czyli jak poprzednio musi zaistnie¢ ktérys z
nastepujacych 3 przypadkdw:

1. Istniejg ¢ < j takie, ze T; < T}.
2. Istniejg 4, takie, ze T; < T7. A poniewaz zachodzi réwniez TV < T,(j), to musialoby by¢
T; <Tj.

3. Istnieja i < j takie, ze T < TY.

Jedynie 3. przypadek nie jest sprzeczny z minimalnoscia ciagu (7)), czyli (A, <) jest WQO.
Z twierdzenia 8. skonczone podzbiory A tez sa WQO, czyli w ciagu (A )neny mamy pare ¢ < j,
ze A; < Aj. No ale to si¢ da przedtuzy¢ na T; < T}, sprzecznosc. O



