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Zadanie 1
Niech X bedzie najwiekszym zbiorem niezaleznym w grafie. Wykorzystamy teraz Expander
Mixing Lemma dla S =T = X. Oczywiscie |E(X, X)| = 0. Mamy zatem nieréwnos¢
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co konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 2

Skoro graf H nie jest dwudzielny, to miedzy kazdymi dwoma wierzchotakmi istnieje $ciezka pa-
rzystej dtugosci (gdyby tak nie byto, to wszystkie cykle bytyby dtugosci parzystej, a to implikuje
dwudzielnosé). Niech wierzchotki wy i wy beda w H potaczone taka sciezka ug, uq, . . ., ug, = ws.
Niech dodatkowo vy bedzie dowolnym wierzchotkiem potaczonym z v w G. W nawiasach prosto-
katnych bedziemy zapisywac jedno przejécie w grafie G, w ktorym kazdy wierzchotek zastapiono
kopia H (np. [(v,a) — (v,b) — (u,b) — (u,c)] oznacza de facto przejscie w grafie G@H od
(v,a) do (u,c)). Konstruujemy zatem $ciezke w grafie G@H taczaca (v, ug) i (v, ug):

[(v,u0) = (v,u1) = (v2,u1) — (v2,p1)]

[(v2,p1) = (v2, W) — (v, u1) — (v, u2)]

I analogicznie, przez indukcje konstruujemy przejécia z (v,us) do (v,uy), ..., z (v, Uzp_o) do
(v, ugp).

Zat6zmy teraz dodatkowo, ze G jest spojny. Pokazemy $ciezke taczaca (v1,wq) 1 (ve, we). Niech
teraz vy = ug, uq, . .., u, = vy bedzie Sciezka taczaca vy i vy w grafie G. Z wierzchotka (ug, py =
wy) przemieszezamy sie (korzystajac z faktu udowodnionego powyzej) do takiego wierzchotka
(uo, qo), ktory w grafie G z zastapionymi wierzchotkami przez H ma potaczenie z pewnym wierz-
chotkiem (uy, p). Taki wierzchotek zawsze istnieje, co wynika w oczywisty sposob z konstrukeji
zygzaka. Postepujac indukeyjnie w ten sposéb dojdziemy do wierzchotka (u,,, g,), z ktérego juz
jestedmy w stanie przej$¢ do (u,, ws).

Opisane w rozwiazaniu konstrukcje bardzo tatwo przenosza sie na formalne dowody indukeyjne,
ale czytelniejsze jest zapisanie tych rozumowan w postaci konstrukeji.

Zadanie 3
Niech s = |S|,t = |T|. Zauwazmy na poczatek, ze w pierwszym doswiadczeniu prawdopodobien-
stwo sukcesu wynosi £ - £ = 25 Niech © = (x1,...,2,) bedzie wektorem, w ktérym z; = 1 jesli

v; € S1ix; =0 w przeciwnym przypadku. Analogicznie, niech y bedzie takim wektorem cha-
rakterystycznym dla zbioru T'. Wowczas prawdopodobienstwo sukcesu w drugim do$wiadczeniu

Wynosi el Ay x Ay Rozl6zmy teraz oba wektory x i y na cze$é prostopadly i rownolegta do T,
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Korzystajac z dowodu Expander Mixing Lemma z wyktadu, wiemy, ze 27 Ay = %jt(xl)TA(yL)
oraz ()T A(yt) < M\Wst < An. Stad,
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co konczy dowdd tezy zadania.



