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Zadanie 1

Oznaczmy przez Ak macierz incydencji grafu Gk. Graf Gk+1 składa się z słów długości k z dołączoną jedną literą i
dwa wierzchołki są połączone, jeśli litera jest różna a słowo identyczne, lub litera identyczna a słowa sąsiadują w Gk.
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Jeśli Sk = {v1, v2, . . . , v2k} są liniowo niezależnymi wektorami własnymi Ak, to
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są wektorami własnymi Ak+1 (co właśnie pokazaliśmy), również niezależnymi – przypuśćmy bowiem, że dla pewnej
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Pierwsza równość implikuje ∀i(αi + α′i) = 0, bo vi są niezależne, podobnie druga implikuje ∀i(αi − α′i) = 0, a więc
wszystkie αi, α′i są zerowe.

Dla k = 1 macierz
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)
ma wektory własne S1 = {(1, 1), (1,−1)}, czyli wartości własne 1 i −1.

Indukcyjnie, Ak ma wektory własne Sk o wartościach własnych {λi} = {−k,−k + 2, . . . , k − 2, k} o krotnościach(
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)
(bo krotności tworzą trójkąt Pascala: wektory własne Ak+1 o wartości własnej λ pochodzą od każdego wektora

własnego Ak o wartości własnej λ− 1 lub λ+ 1).

Zadanie 2

Oznaczmy przez n = |V (G)|, a = |X| ¬ αn, b = |X̄| ­ (1− α)n, e = |E(X, X̄)|. Rozważmy wektor x = (xi)ni=1

x =

{
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Dokładnie tak jak w dowodzie lematu 1 wykładu 7 pokazujemy, że x jest prostopadły do ~1 oraz
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Zatem
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n
(d− λ2)|X| ­ (1− α)(d− λ2)|X|.

http://www.mimuw.edu.pl/~malcin/dydaktyka/2012-13/grafy/wyklad7.pdf


Zadanie 3

Niech pi będzie wektorem prawdopodobieństw rozkładu Xi, v ∼ e oznacza relację incydencji w G.
Losowanie krawędzi z F , potem jej końca, oznacza
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Losowanie dowolnego sąsiada oznacza
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Szukane prawdopodobieństwo, że przy przejściu z Xi do Xi+1 wylosujemy krawędź z F , jest równe
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(Mamy nawet mocniejszą tezę z λ2 zamiast λ; intuicyjnie można zobaczyć, że nie ma np. patologicznych sytuacji
w grafach dwudzielnych (λ = |λn| = d), bo patrzymy na krawędzie, nie na wierzchołki.)


