Wybrane zagadnienia teorii graféw - zadania domowe 5 MARCIN WROCHNA

Zadanie 1

Oznaczmy przez Ay macierz incydencji grafu Gy. Graf Gy sklada si¢ z stéw dlugosci k z dolaczona jedna litera i
dwa wierzcholki sg polaczone, jesli litera jest rozna a stowo identyczne, lub litera identyczna a stowa sasiaduja w G.
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Jesli Sy, = {v1,va,...,v9r } sa liniowo niezaleznymi wektorami wlasnymi Ay, to
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sa wektorami wlasnymi Aj41 (co wlasnie pokazaliSmy), réwniez niezaleznymi — przypusémy bowiem, ze dla pewnej

kombinacji liniowej
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Pierwsza réwno$¢ implikuje V;(a; + o) = 0, bo v; sa niezalezne, podobnie druga implikuje V;(a; — o) = 0, a wigc

wszystkie «;, o} sa zerowe.
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Dla k = 1 macierz
ma wektory wlasne S; = {(1,1),(1,—1)}, czyli wartodci wlasne 11 —1.

Indukcyjnie, A, ma wektory wlasne Sy o wartodciach wlasnych {\;} = {—k, —k+2, ..., kK —2,k} o krotnosciach
( é ) (bo krotnosci tworza trojkat Pascala: wektory wlasne Axi1 o wartodci wlasnej A pochodza od kazdego wektora
wlasnego Ay o wartosci wlasnej A — 1 lub A+ 1).

Zadanie 2

Oznaczmy przez n = |V(G)|, a = | X| < an, b= |X| > (1 — a)n, e = |E(X, X)|. Rozwazmy wektor x = (x;),
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Dokladnie tak jak w dowodzie lematu 1 wykladu 7| pokazujemy, ze x jest prostopadly do T oraz
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http://www.mimuw.edu.pl/~malcin/dydaktyka/2012-13/grafy/wyklad7.pdf

Zadanie 3

Niech p; bedzie wektorem prawdopodobienstw rozktadu X;, v ~ e oznacza relacje incydencji w G.
Losowanie krawedzi z F', potem jej konca, oznacza
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Do kazdego wierzchotka mozna przyjs¢ z co najwyzej d krawedzi, wiec kazde pf mieSci si¢ miedzy 0 a ﬁ. By

zmaksymalizowaé |po||* = 3, (p4)? oplaca sie jak najbardziej zgrupowaé prawdopodobiefistwa (bo (a + b)? + 0% >
a® + b?), stad najwicksza miare py moze osiagna¢ majac ﬁ wartoéci pY = ﬁ, a w pozostatych zera:
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Szukane prawdopodobienistwo, ze przy przejsciu z X; do X;11 wylosujemy krawedz z F', jest rowne
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Losowanie dowolnego sasiada oznacza
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dwbjka z symetrycznoéci macierzy A, (4)"
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(Mamy nawet mocniejsza teze z Ao zamiast A; intuicyjnie mozna zobaczy¢, ze nie ma np. patologicznych sytuacji
w grafach dwudzielnych (A = |\, | = d), bo patrzymy na krawedzie, nie na wierzchotki.)

(liczac konice krawedzi mamy 2|E| = dn)




