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Seria 5

Zadanie 1

Zauwazmy, ze G1 = Ko oraz Gi4+1 = G;0OG1, poniewaz
{wa,w'a'} € BE(Gr+1) & ({w,w'} € E(Gy) Na=4d")V (w=w A{a,d'} € E(Gy))

Pokazemy indukcyjnie, ze spec(Gy) dla kazdego i € {0,...,k} zawiera (?)—krotnq warto$é wlasng k — 2i.
Oczywiscie spec(Gy) = {1,—1}, gdyz Gy jest 1-regularny, dwudzielny, wiec dla k = 1 teza zachodzi. Z
zadania 82.4 otrzymujemy spec(Gry1) = {A+1: X € spec(Gr)}U{A—1: X € spec(G)}. Stad dla kazdego
1€{0,...,k+ 1} w spec(Gg41) jest (’:) + (ifl) = (kfl)-krotna wartos¢ k—1—-2(i—1)=k+1— 2i.

(2

Zadanie 2

Skorzystamy z dowodu Lematu 1 z notatek do wykladu 7. Przyjmiemy oznaczania z tego dowodu: G bedzie
d-regularnym multigrafem, S C V(G). Niech ponadto S = V(G)\ S, a =S|, b =n —|S| oraz e = |E(S, 5)|.
W dowodzie wykazaliSmy nastepujaca nieréwnosé:
a+b
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Roéwnowaznie mozemy zapisac
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Zauwazmy, ze % oznaczyliSmy w tresci zadania przez «. Stad otrzymujemy teze, tj. nieréwnosé

[E(S,V(G)\S)| > (1 —a)(d = X)|S].

Zadanie 3

Przypuéémy, ze mamy zmienng losowa X o rozkladzie zadanym przez wektor x, losujemy wierzchotek zgodnie
z tym rozkladem, a nastepnie wybieramy (z rozkladu jednostajnego) losowa krawedZ incydentna z wybranym
wierzchotkiem. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze wybrana krawedz nalezy do F'. Niech d; oznacza liczbe
krawedzi z F' incydentng z i-tym wierzchotkiem. Oczywiscie przy zalozeniu, ze wybraliémy ten wierzchotek,
prawdopodobienstwo wynosi %. Wobec tego poszukiwane prawdopodobiefstwo wynosi >, Ide" = (x,y),
gdzie y; = %. W szczegdlnodei, jedli 2° jest rozkladem X, to (x%,y) jest réwne prawdopodobiefistwu, ze przy
przejéciu z X; to X;41 wybierzemy krawedz z F'.

Oczywiscie 21! = Az?, gdzie dA jest macierza sasiedztwa G, a wiec 2 = A'2°. Wyznaczmy rozktad z°.
Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo wierzchotka ¢ wynosi % Wynika to z faktu, ze dla kazdej krawedzi z
|F'| incydentnej z tym wierzchotkiem prawdopodobiefistwo jej wyboru to ﬁ, a potem prawdopodobienstwo

wyboru jej ustalonego konca wynosi % (poniewaz w F' nie ma petli).



Niech 2% = 2 + 2., gdzie z] = (2° TD \/1711. Poniewaz 1 jest wektorem wlasnym A z wartoécig 1, to
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W przestrzeni prostopadiej do 1 wartosci wtasne maja modul nie przekraczajacy %, a wiec
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Stad

<$i»y> = (Aix07y> = <Ai(al‘“ —&—xj_),y) = <Ai.’L‘H,y> + <Aixj_7y> :§| + ( )Z7

a jak wczeéniej pokazalismy ¢ to rozklad X; a (z%,y) jest réwne prawdopodobiefistwu, ze krawedz miedzy
X, a X;41 nalezy do F.



