Wybrane zagadnienia teorii graféw - zadania domowe 4 MARCIN WROCHNA

Zadanie 1

W grafie dwudzielnym nie ma cykli dtugosci nieparzystej, wiec wszystkie Sciany przylegaja do przynajmniej 4 krawedzi.
Stad posumowanie diugosci Scian daje 2e = 3, len(f) > 4f. Gdyby wszystkie wierzcholki byly stopnia co najmniej
4, posumowanie tych stopni datoby 2e = > deg(v) > 4v. Suma tych nieréwnosci daje 2e + 2e > 4f + 4v, czyli
0>4(v—e+ f)=4-2 (lub ponad 4-2 jesli graf jest niesp6jny), sprzecznosé¢ — musi wiec istnieé wierzchotek o stopniu
co najwyzej 3.

Zadanie 2

Niech G’ = Wstaw (G, v — H). Wierzchotki G’ naturalnie dziela sie na V(G') N (V(G) \ {v}) oraz V(G') NV (H).

Przypu$émy przeciwnie, ze G’ nie jest doskonaly, a wiec na mocy twierdzenia o grafach doskonalych zawiera podgraf
indukowany X C G’ bedacy nieparzysta dziura lub antydziura (cyklem dlugosci 2k+1 dla k > 2 lub jego dopelnieniem).
Bez straty ogélnosci jest to dziura, gdyz antydziura w dopelnieniu tez jest dziura, a dopelnienie Wstaw(G,v — H)
to dokladnie Wstaw(G,v — H) (zbi6r wierzcholkéw ten sam, krawedzie wewnatrz V(G) \ {v} i V(H) zachowane, za$
kazda krawedz miedzy x € V(GQ) \ {v} a y € V(H) pojawia si¢ wtw gdy = jest sasiadem v w G, wtw gdy nie jest
sasiadem w G, wtw gdy nie pojawia sie w Wstaw(G,v — H)).

Niech X = {z1,22,...,2Zak+1} bedzie dziura indukowana w G’. Podzielmy X na Xg = X N (V(G) \ {v}) oraz
Xy =XNV(H).

Jesli co najwyzej jeden wierzcholek nalezy do Xg, to X jest tez podgrafem indukowanym G (gdy ewentualny
wierzcholek Xy zastapié¢ wierzcholkiem v), co przeczy zalozeniu, ze G jest doskonaly. Jesli zaden wierzcholek nie
nalezy do X¢, to X jest tez podgrafem indukowanym H, co przeczy zalozeniu, ze H jest doskonaly. Zatem | X | > 2
oraz | X¢g| > 1, przy czym | Xg| + | X¢| = |X]| = 5.

Kazdy wierzcholek X ma stopien w X réwny 2. Niech Ys oznacza podzbior tych wierzchotkéw X, ktore sa
sgsiadami v w G. Tylko wierzchotki Y¢ sasiaduja z X, wiec Yg zawiera przynajmniej jeden wierzchotek. Wierzchotki
Y& sa tez polaczone ze wszystkimi wierzchotkami X g, stad | Xg| < 2, czyli | Xg| = 2. Wierzchotki X g nie moze laczyé
krawedZ (wpp tworzylyby tréjkat z wierzcholkiem Y¢), obaj sasiedzi obu tych wierzchotkéw nich muszag wiec lezeé¢ w
Ye, czyli |Yg| > 2. Oba lacza sie jednak ze wszystkimi wierzchotkami Y, tworza wiec cykl czteroelementowy. X nie
zawiera zadnych mniejszych cykli, mamy wiec sprzecznosc.

Zadanie 3

Przypuscmy przeciwnie, ze mam graf planarny o minimalnym stopniu 3 taki, ze wierzcholki kazdej krawedzi maja
sume > 14. Niech duzy wierzcholek oznacza wierzcholek o stopniu > 7, maly o stopniu < 6. Zauwazmy, ze na kazdej
krawedzi istnieje przynajmniej jeden duzy wierzcholek (wpp suma stopni bylaby co najwyzej 6 + 6).

Bez straty ogdlnoéci wszystkie Sciany tego grafu sa trdojkatami, gdybySmy bowiem mieli $ciane dlugosci > 4,
mozna znalezé na niej dwa duze wierzcholki (bo sasiedzi kazdego maltego musza by¢ duzi), ktére po polaczeniu dziela
$ciane na dwie — stopnie tylko przy tym rosna, a nowa krawedz ma sume stopni > 14, wiec indukcyjnie mozemy tak
striangulyzowaé graf. Sumujac dlugoéci kazdej Sciany mamy 3f = 2e, czyli2 =v—e+ f=v—e+ %e =v— %e.

Kazdemu wierzcholkowi dajmy na poczatek 12 — 2deg(v) tadunku. W sumie stworzymy - (12 — 2deg(v)) =
120 —2-2e = 12(v — %e) =12 -2 > 0 tadunku. Wierzchotki o dodatnim poczatkowym ladunku rozdaja go po réwno
sasiadom, a wiec kazdy wierzcholek o stopniu 3 (z ladunkiem poczatkowym 6) daje sasiadom po 2, wierzchotek o
stopniu 4 daje sasiadom po 1, wierzchotek o stopniu 5 daje sasiadom po %

Male wierzchotki pozbywaja sie w ten sposéb swojego tadunku, dodatni ladunek moga wiec mie¢ tylko sasiedzi
wierzchotkéw o stopniu < 5, czyli wierzcholtki o stopniu > 14 — 5 = 9. Niech x bedzie takim wierzcholkiem. Niech d;
oznacza liczbe sasiadéw z o stopniu i, za$ d; oznacza liczbe sasiadéw o stopniu 4 lub wigkszym. Ladunek z wynosi
12 —2deg(x) +2ds +ds + %d5 =12—dy— %ds — 2dg. Wierzcholek x ma > 9 sasiadéw, wszystkie $ciany sa trojkatne,
wiec wszyscy sasiedzi sa polaczeni w cykl dlugosci deg(z). Sasiedzi matych wierzchotkéw sa duzi, wiec przynajmniej
polowa wierzchotkéw cyklu jest duza — x ma > (degT(w)] > [9] =5 duzych sasiadéw.

Mamy 12 — d4 — %dg, — 2dg4 > 0 (tadunek x jest wiekszy od zera), czyli dg; < 6, wiec  ma dokladnie 5 duzych
sasiadéw 1 zadnego stopnia 6, dgy = 5. Stad 2 — dy — §d5 > 0, czyli dy + ds < 2, czyli co najwyzej jeden maly
wierzcholek ma stopien inny niz trzy. Jednak wierzcholek z ma deg(z) — 5 > 4 malych sasiadéw, a wiec przynajmniej
jeden z nich jest stopnia 3, czyli sam x musi mie¢ stopien co najmniej 11. Wiemy jednak, ze ma > [degT(x)]
sasiadéw, co przy tak duzym stopniu daje juz 6 duzych sasiadéw, sprzecznosc.
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