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Zadanie 1

Niech G bedzie grafem planarnym i dwudzielnym. Ponadto niech w oznacza
liczbe wierzchotkow, k liczbe krawedzi, s liczbe Scian grafu G. Ze wzoru Eulera
w—k+s = 2. Poniewaz G jest planarny, to nie ma w nim cykli nieparzystej dtu-
gosci, wiec kazda $ciana ograniczona jest przynajmniej czterema krawedziami.
Kazda krawedz oddziela dwie $ciany zatem 4s < 2k czyli 2s < k.

4=2w—-2k+2s<2w—2k+k=2w—k
k<2w—4

Policzmy $redni stopien w grafie G.

Poniewaz $redni stopien jest mniejszy od 4, to w grafie musi istnie¢ wierzcholek
o stopniu co najwyzej 3.

Zadanie 2

Indukcja ze wzgledu na sume wierzchotkéw |V(G)| + |V (H)|. Dla |[V(GQ)| +
|[V(H)| = 2 teza jest oczywista. Niech G, H beda grafami doskonalymi i v €
V(G) oraz L = Wstaw(G,v — H). Zalézmy, ze dla mniejszych graféw teza
zachodzi. Wystarczy pokazaé, ze w(L) = x(L), bo kazdy podgraf indukowany
grafu L ma posta¢ Wstaw(G',v — H) lub Wstaw(G,v — H') gdzie G’ to
podgraf indukowany grafu G, a H' podgraf indukowany grafu H. Wiec kazdy
podgraf indukowany grafu L jest doskonaly z zalozenia indukcyjnego.

Niech R = Wstaw (G, v — K, (g)), gdzie K, (g oznacza najliczniejsza klike
grafu H. Graf R jest podgrafem indukowanym grafu L, zatem w(L) > w(R).
Graf R jest izomorficzny z grafem, ktéry powstaje z G przez klonowanie wierz-
chotka v. Zatem z lematu o klonowaniu wierzchotkéow graf R jest doskonaly,
czyli w(R) = x(R). Aby zakohczyé dowdd zauwazmy jeszcze, ze x(R) koloréw
wystarczy aby pokolorowaé graf L. Graf H jest doskonaly, wiec wystarczy w(H)
koloréw aby go pokolorowaé. Czyli na wierzchotki z V(H) w grafie L mozemy
uzy¢ koloréw, ktérych uzylismy na K, gy w kolorowaniu grafu R, a wierzchotki
z V(G)\{v} w grafie L mozemy pokolorowaé tak samo jak odpowiadajace im w
grafie R. Poniewaz K, ) w R ,widzi” te same wierzchotki co H w L, to nie
ma, zadnych konfliktéw koloréw.

w(L) > w(R) = x(R) > x(L) > w(L)
czyli w(L) = x(L)

Zadanie 3

Przypuéémy, ze G jest kontrprzyktadem. Czyli G jest grafem planarnym o
minimalnym stopniu co najmniej 3, oraz dla kazdej pary sasiadujacych wierz-
chotkéw u i v, deg(u) + deg(v) > 14. Pokaze, ze G wcale nie jest kontrprzy-
ktadem. Jezeli na $cianie dlugosci co najmniej 4 wszystkie wierzchotki maja
stopien co najmniej 6 to bez strat ogélnosci mozna dodaé cieciwe. Jezeli w nowo
powstalym grafie znajdziemy wierzcholki o sumie stopni najwyzej 13, to ma-
my pewnosé, ze nie sa one potaczone cigciwa bo laczy ona wierzchotki o sumie



stopni co najmniej 7+ 7 = 14. Ponadto bez tej cieciwy wierzcholki te nadal
maja sume stopni najwyzej 13. Jezeli na $cianie dlugosci co najmniej 4 istnieje
wierzchotek o stopniu co najwyzej 5, to jego sasiedzi na $cianie maja stopien co
najmniej 8 i znéw bez strat ogélnosci mozna potaczy¢ je krawedzia. W ten spo-
s6b mozemy striangulowaé wszystkie $ciany. Tak powstaly graf G’ nadal musi
by¢ kontrprzyktadem, bo gdyby nie byl, to G tez by nie byl.

Kazdemu wierzchotkowi dajemy poczatkowy ladunek 6 — deg(v). Calko-
wita suma tadunku w grafie wynosi ) (6 — deg(v)) = 6|V| — >, deg(v) =
6]V| —2|E| > 12. Niech teraz wszystkie wierzcholki stopnia najwyzej 5 oddadza
po réowno caly swoj tadunek sasiadom. Czyli wierzcholki stopnia 5 oddaja kaz-
demu sasiadowi % tadunku, wierzchotki stopnia 4 po %, a wierzchotki stopnia 3
oddaja po 1 tadunku. Ktéry$ wierzchotek ma dodatni tadunek, ale wierzchotki
o stopniu:

e najwyzej 8 sasiaduja z wierzchotkami o stopniu co najmniej 6, wiec ich
tadunek spadt do 0 lub si¢ nie zmienit, wiec nie moze by¢ dodatni.

e dokladnie 9 mogly otrzymaé tadunek tylko od wierzcholkéw stopnia 5,
wigc ich ladunek wynosi co najwyzej 6 —9+9- 3 = —1.2.

e dokladnie 10 mogly otrzymaé tadunek tylko od wierzchotkéw stopnia 5 i
4, a takich wierzcholtkéw w sasiedztwie jest najwyzej 5 (gdyby byto ich 6
to, ktéres z nich musialyby ze soba sasiadowaé bo graf jest striagulowany),
wiec ich tadunek wynosi co najwyzej 6 — 10+ 5 - % =—1.5.

e dokladnie 11 maja w sasiedztwie najwyzej 5 wierzchotkéw o stopniu co
najwyzej b wiec ich tadunek wynosi co najwyzej 6 —114+5-1=0

e d > 12 maja w sasiedztwie najwyzej L%j wierzchotkéw o stopniu co najwy-
zej 5, wiec ich tadunek wynosi co najwyzej 6 —d+ L%J < 6—% <6-2=0

Zatem otrzymalidémy sprzecznosé, kontrprzyktad nie moze istnieé.



