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Zadanie 1

Przez Pg(k) bedziemy oznaczaé liczbe k-kolorowan grafu G. Na poczatku zauwazmy, ze badany warunek
spelniaja wylacznie grafy spéjne. Jest to konsekwencja nastepujacego lematu:

Lemat 1. Niech G bedzie grafem o dokladnie s spojnych skladowych, a k liczbg calkowitq dodatnig. Wowczas
k* | Pg(k).

Dowdd. Zauwazmy, ze na zbiorze wszystkich k-kolorowan grafu G w sposéb wolny dziala grupa Zj, gdzie
i-ty generator odpowiada cyklicznemu przesunieciu koloréw w i-tej wspélrzednej grafu G. O

Spo6jnosé graféw spetniajacych podany warunek wynika teraz z zastosowania lematu dla dowolnej wartosci
k> 2, gdyz k(k —1)VI=' = £k #£ 0 (mod k?).

Teraz pokazemy, ze rozwazany warunek charakteryzuje drzewa (rozpatrujemy tylko grafy proste). Postuzy
nam do tego lemat:

Lemat 2. Niech T bedzie drzewem, a T' jego niepustym poddrzewem T. Wéwezas kazde k-kolorowanie (dla
k> 1) poddrzewa T' rozszerza si¢ na na doktadnie (k — 1)1V M=V k_kolorowart drzewa T.

Dowdd. Indukcja po ¢ = |V(T)| — |V(T”)|. Baza indukeji dla ¢ = 0 zachodzi trywialnie. Dla dowodu kroku
indukcyjnego wezmy wierzcholek v € Np(V(T”)). Wéwcezas kolorowania T" = T' 4+ v powstaja z kolorowan
T’ przez pokolorowanie v na jeden z k — 1 koloréw (zabroniony jest kolor sasiada v lezacego w T”). Na mocy
zalozenia indukcyjnego kazde z tych k — 1 kolorowan rozszerza sie na (k — 1)“/(:’1)|_|V(T/)|_1 sposoboéw, co
natychmiast daje teze. O

Prostym wnioskiem z powyzszego lematu jest fakt, ze liczba k-kolorowan drzewa o n wierzchotkach
wynosi k(k — 1)"1 (jest dokladnie k kolorowan dla T” jednowierzchotkowego i dalej na mocy lematu). W
konsekwencji wszystkie drzewa spelniaja rozpatrywany warunek.

Pokazemy teraz, ze dowolny spéjny graf G, ktéry nie jest drzewem, ma mniej niz 3 - 2IV(@I-1 3.
kolorowan, a wiec nie spelnia badanego warunku. Niech 7" # G bedzie drzewem rozpinajacym G i niech
e =w € E(G)— E(T). Graf G jest prosty, wiec w T wierzcholki u i v laczy Sciezka o co najmniej jed-
nym wierzchotku wewnetrznym. ScieZkQ taka mozna pokolorowaé¢ w nastepujacy sposob: konce w kolorze 1.,
wierzchotki wewnetrzne naprzemiennie w kolorach 2. i 3. Jest to 3-kolorowanie sp6jnego poddrzewa drzewa
T, wiec na mocy lematu rozszerza sie do niezerowej liczby 3-kolorowan calego drzewa.

Kazde kolorowanie GG jest kolorowaniem K, wiec zbior 3-kolorowan grafu G jest wlasciwym podzbio-
rem zbioru 3-kolorowan drzewa T. W szczegdlnoéci P(G,3) < P(T,3) = 3 - 2IV(@)I=1 czyli G nie spelnia
rozwazanego warunku. Spelniaja go zatem wylacznie drzewa.

Zadanie 2

Rozwazmy ustalona dekompozycje piotrusiowa (7', 7) szerokosci p grafu G. Dla kazdej krawedzi e drzewa T
niech E. C E(G) bedzie zbiorem krawedzi grafu G, ktérych kornice leza w réznych sktadowych lasu T — e,
a V, C V(G) — zbiorem koncéw tych krawedzi. Dla wezla ¢ € T niech V; = |J Ve, przy czym dla lisci

dodatkowo dotaczamy do zbioru V; wierzcholek w1 (¢).
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Pokazemy, ze drzewo T wraz ze zbiorami V; tworzy dekompozycje drzewiasta grafu G o szerokosci < 3p.
Z definicji mamy |E.| < p, a zatem |V,| < 2p dla kazdej krawedzi e. Kazdy wezel wewnetrzny t € T jest
incydentny z dokladnie trzema krawedziami. Przy tym, jedli dana krawedz wystepuje w (J, o Sr(t) E., to
wystepuje w co najmniej w dwoch sposrdd tych zbioréw. W konsekwencji podobnie jest z wierzchotkami.
Wobec tego |V;| < % Zeeét(T) [Ve| < 3p. Jesli zas t jest liSciem, to ¢ jest incydentne tylko z jedna krawedzia
e, ale by¢ moze zawiera dodatkowo wierzchotek m=1(t). Stad |Vi| < [Ve| +1 < 2p+ 1 < 3p + 1. Kazdy
ze zbioréw V; liczy zatem co najwyzej 3p + 1 elementéw. Dzieki dodatkowym wierzchotkom dla lisci mamy
JV; = V. Ponadto, jak latwo zauwazy¢, mamy uwv € E, dokladnie wtedy, gdy e lezy na $ciezce w T laczacej
m(u) z m(v), a wigc T, = {t : v € V;} dla ustalonego T jest suma {7(v)} oraz $ciezek laczacych w(v) z
wierzchotkami 7(u) dla u € Ng(v), w szczegdlnosci T, indukuje spéjne poddrzewo drzewa T'. SprawdziliSmy
zatem wszystkie warunki w definicji dekompozycji drzewiaste;j.

Zadanie 3

Dla grafu G niech w(G,v) = w(G[Nv]]), gdzie G[N[v]] jest podgrafem G indukowanym przez otoczenie v.
Dla grafu doskonalego G utworzymy przez klonowanie wierzchotkéw graf H, dla ktérego w(H,v) = w(G) dla
kazdego v € V(H). Wystarczy w tym celu zastosowaé nastepujaca procedure: zacznij od H = G i dopdki
w H istnieje v € V(H), dla ktérego w(H,v) < w(G) dodaj w(G) — w(H,v) kopii wierzcholka v. Pokazemy,
ze w(H) = w(G) pozostaje jej niezmiennikiem. Przypuéémy, ze tak nie jest i w pewnym momencie, tworzac
graf H' z grafu H przez k-krotne sklonowanie v utworzyliémy klike wielkosci w(H') > w(H) = w(G). Z
maksymalnosci kliki, zawiera ona wszystkie utworzone k kopii wierzchotka v, jaki i sam wierzchotek v. W
szczegdlnosdci klika rozmiaru w(H') — k lezy w H[N[v]], skad w(H,v) > w(H') — k > w(G) — k. Z definicji
jednak k = w(G)—w(H,v), co daje sprzecznoéé. Latwo dodatkowo zauwazy(¢, ze ta procedura zmniejsza liczbe
wierzchotkéw, dla ktérych w(H,v) < w(G), wiec zawsze sie skonczy, co dowodzi jej pelnej poprawnosci.

Zauwazmy, ze wraz z grafem H otrzymujemy surjekcje f : V(H) — V(G) zachowujaca zaréwno krawedzie,
jak i niekrawedzie (kopiom przypisujemy oryginal). Taka funkcja f odwzorowuje zbiory niezaleznie i kliki
odpowiednio w zbiory niezaleznie i kliki. Tym samym opisana w zadaniu konstrukcje wystarczy przeprowadzié
dla grafu H.

Graf H jest doskonaly, wiec posiada kolorowanie na w(H) = w(G) koloréw. Rodzine A zdefiniujemy jako
rodzine klas odpowiadajacych poszczegdlnym kolorom. Rodzine K zdefiniujemy za$ jako rodzine wszystkich
klik wielkosci w(G). Natychmiast widaé, ze | JA = V(H). Dla K analogiczna wlasno$é wynika z faktu, ze
dla kazdego v € V(H) zachodzi w(H,v) = w(G). Przy kolorowaniu wierzcholki kliki K € K musza byé
pokolorowane na rézne kolory, wiec na mocy |K| = w(G) kazdy sposréd koloréw musi zostaé uzyty do K
w kolorowaniu H, a wiec K przecina wszystkie A € A. Wskazane rodziny A i K spelniaja wiec wszystkie
pozadane warunki.



