Wybrane zagadnienia teorii graféw - zadania domowe 1 MARCIN WROCHNA

Zadanie 1

tw(H) < tw(GQ) + 2
Z optymalnej dekompozycji G mozna zrobi¢ dekompozycje H dodajac a, c do kazdego worka i doczepiajac do korzenia
dwa worki {a,b, c}, {a,d, c}. Szerokosé¢ tej dekompozycji jest o 2 wigksza (graf G byl niepusty, wiec trzyelementowe
worki nie pogorsza szerokosci). Wszystkie krawedzie do a,c sa pokryte, krawedzie ab, be, cd, da sa pokryte przez te
dodatkowe dwa worki. Zbiory workéw zawierajace v € V(G) pozostaja bez zmian, zbiér workéow zawierajacych a jest
calym drzewem, podobnie ¢, zbiér workéw zawierajacych b jest jednoelementowy, podobnie d — wszystkie sa spdjnymi
poddrzewami w dekompozycji.

tw(G) < tw(H) —2:
Rozwazmy optymalna dekompozycje H. Jesli sasiaduja dwa worki, z ktérego jeden jest podzbiorem drugiego, $ciagamy
je do jednego. Rozwazmy dowolne sasiednie worki X,Y — zaden nie jest podzbiorem drugiego, wiec istnieje © € X \ 'Y
oraz y € Y\ X. Z lematu z wyktadu X NY separuje x od y, ale a, ¢ naleza do domknietych sasiedztw obu, wiec musza
naleze¢ do separatora, czyli obu workéw. Kazdy worek zawiera wiec a, ¢ (gdyby byt worek bez sasiadéw to, jako jedyny
worek dekompozycji, zawieratby wszystkie wierczhotki), po usunieciu a, b, ¢, d otrzymujemy zatem dekompozycje grafu
G o szeroko$ci mniejszej o co najmniej 2.

Zadanie 2

Porzadek ten jest WQO. Przypuscmy przeciwnie, ze istnieje nieskonczony ciag malejacy. Diugosci krotek nie moga w
nim rosnaé, wiec od pewnego momentu sa stale. Porzadek na krotkach ustalonej dlugosci [ jest za§ WQO (uogélnienie
zadania 1.1 z éwiczen — znajdujemy nieskonczony podciag, w ktérym pierwsza wspélrzedna jest niemalejaca (<), w
nim podciag w ktérym druga wspélrzedna jest niemalejaca, itd.), wiec taki ciag malejacy nie moze istnieé.

Przypuscmy, ze istnieje nieskoniczony antylancuch. Definiujemy inducyjnie a; jako dowolna krotke minimalna wsréd
krotek dla ktdrych istnieje nieskonczony antylancuch zaczynajacy sie od (ao,...,a;) (jesli dla kazdej istnialaby mniej-
sza, mielibySmy ciag zstepujacy). Z definicji kazde a; jest nieporéwnywalne z poprzednimi elementami ciagu, wiec jest
to antylaficuch. Rozwazmy ciag a; pierwszych elementéw kazdej krotki (pusta krotka jest poréwnywalna z kazda
inna, wiec nie moze naleze¢ do antylancucha) i ciag krotek b; otrzymanych przez obcigcie pierwszego elementu
(a; = alb;). Przypusémy, ze w {b; : i € N} istnieje antylaiicuch (b;,,b;,,...). Niech m bedzie pewnym indeksem,
takim ze ag,...,am—1 sa nieporéwnywalne z b;,, b, ,... (w szczegdlnosci m = 0 zawsze jest takim indeksem). Jesli
am < b;,, dla pewnego k, to an, < b;, < a;, — sprzecznoéé, bo a bylo antytancuchem. Jesli a,, > b;, dla pewnego k, to
(ag, .., m—1,b,, iy, ,--.) jest antylancuchem, co przeczy minimalnosci a,,. Zatem a,, tez musi by¢ nieporéwnywalne
z biy, biy, - . ., przez indukcje zachodzi to dla kazdego m, ale b;, jest poréwnywalne z a;,, sprzecznosc.

W {b; : i € N} nie ma antylancucha, nie ma tez nieskoniczonego ciagu malejacego, relacja z zadania jest wiec WQO
na tym zbiorze, czyli istnieje ciag b;, < b;; < .... Ciag odpowiednich pierwszych elementéw a}o,alll, ... jest ciagiem
w A, wigc istnieja pewne indeksy s < t, ze a; < a%t. Mamy takze b;, < b;,, zatem a;, < a;,, a wiec nie moglo by¢
antytancucha. O

Zadanie 3

Kazda operacja zmniejsza liczbe wierzchotkéw lub krawedzi, wiec nie ma nieskoficzonego ciagu malejacego w tym
porzadku. Przypuscmy, ze istnieje antytancuch.

Jezeli sa w nim grafy o dowolnie duzych skojarzeniach (zbiorach niesasiadujacych krawedzi), to pierwszy graf G z
ciagu mozemy otrzymacé z grafu o skojarzeniu wielkosci |E(Gp)| przez usuniecie wszystkich innych krawedzi, ustalenie
bijekcji miedzy krawedziam skojarzenia i krawedziami Gy i $ciggniecie tych koncow krawedzi, ktorym odpowiada ten
sam wierzchotek.

Jedli zas rozmiar skojarzenia we wszystkich grafach antylancucha jest ograniczony przez pewna liczbe M, to wszyst-
kie maja pokrycie wierzchotkowe wielkodci < 2M — wystarczy wzia¢ oba wierzchotki kazdej krawedzi w dowolnym
zachtannym maksymalnym skojarzeniu. Dla kazdego grafu wybierzmy wiec takie pokrycie i podzielmy grafy na grupy
w zaleznosci od grafu indukowanego przez wierzcholki tego pokrycia — mozliwosci jest skoniczenie wiele (< 2(2M) ),
wiec ktéras grupa ma nieskonczenie wiele elementéw. Jest to nieskonczony antyltancuch graféw, ktore skladaja sie z
pewnego ustalonego grafu H (indukowanego przez pokrycie wierzchotkowe) i pozostalych wierzchotkéw — wierzchotki
te miedzy soba nie maja krawedzi, bo nie bylyby pokryte. Zatem grafy te sg jednoznacznie wyznaczone przez okresle-
nie, dla kazdego podzbioru X C V(H), ile wierzchotkéw v poza H ma sasiedztwo N (v) réwne dokladnie X. Jezeli dla
pewnej pary graféw odpowiadajace liczby sg zawsze wieksze-rowne, to jeden jest podgrafem drugiego. Jednak w ciagu
krotek 2!V elementowych z takim porzadkiem zawsze istnieje para poréwnywalna (uogdlnienie éwiczenia 1.1), wiec
istnieja dwa grafy poréwnywalne w relacji bycia podgrafem, a wiec takze w relacji z zadania.



