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1.
a) tw(H) <tw(G) +2

WezZzmy dekompozycje drzewiasta T' grafu G. Do kazdego worka doldézmy a,c. Dodajmy gdziekolwiek worki
{a,e,b} i{a,c,d}. Latwo sprawdzié¢ ze to dekompozycja drzewiasta grafu H o szerokosci tw(G) + 2.

b) tw(G) <tw(H) —2

Zdefiniujmy operacje ¢(G) w ktorej do grafu G dolaczamy nowy wierzchotek v i krawedzie (u,v) dla kazdego
u€G. Widaé, ze o(p(H)) jest podgrafem H. Wystarczy wiec pokazaé tw(G) <tw(p(G)) — 1.

Niech T bedzie dekompozycja drzewiasta grafu ¢(G). Pomalujmy na czerwono worki w ktorych jest w.
Tworza one poddrzewo. Poniewaz u sasiaduje z wszystkim, kazdy wierzcholek grafu jest w jakim$ czerwonym
worku. Pokaze, ze worki nieczerwone mozna usunaé i nadal to bedzie dekompozycja. Stad bedzie wynikaé
teza, bo w dekompozycji ¢(G) wywalimy z kazdego worka v i dostaniemy dekompozycje G szerokosci o jeden
mniejsza.

Wezmy jakis worek nieczerwony A ktorego ojciec B jest czerwony. Worek A wraz ze swoimi dzie¢mi zawiera
jakis podzbior wierzchotkow X. Ale wszystkie elementy X musza gdzies by¢ w czerwonym worku, zatem (ze
spojnosci) musza by¢ koniecznie w B. Zatem B zawiera wszystkie elementy zbioru X i rownie dobrze mozna
wyrzuci¢ worek A wraz z dzie¢mi, warunki dekompozycji nadal beda spelnione.

2.

Wezmy nieskonczony ciag malejacy a; > age>.... Patrzac na dtugosci ciagéw a;, musza one by¢ niemalejace, a
wiec sie stabilizowaé. Tak wiec bez straty ogoélnosci wszystkie dtugosci s takie same, powiedzmy k, i mamy
zatem podciagg z AF porzadkowany po wspotrzednych. Na kazdym kroku przynajmniej jedna wspotrzedna
opada. To oznacza, ze ktoras ze wspotrzednych opada nieskoniczenie czesto, co daje nieskoniczony ciag male-
jacy elementow A.

Zalézmy, ze istnieje nieskoriczony antylancuch. Skonstruujemy taki minimalny. WeZzmy a; o najmniejszej
dtugosci ktora moze rozpoczaé antytanicuch. Po tym dajmy as itd. Dostajemy nieskoriczony antytancuch aq,
az,... Wida¢, ze wszystkie a; musza by¢ niepuste aby to byl antytaicuch. Niech b;=a; 1, tj. pierwszy element
a;. Poniewaz b; to ciag elementéw wqo A musi mieé jaki§ podciag b, ktory jest Scisle rosnacy albo statly.

Niech ¢, bedzie réwne a,, oprécz pierwszego elementu.
Przypatrzmy sie a1, a, ..., @n;—1, Cny, Cng, ---

To jest ciag w ktorym ni-ty wyraz jest mniejszy niz w naszym minimalnym antylaricuchu. Zatem mamy
trzy przypadki dajace sprzecznosé:

e a;<a; - niemozliwe bo a; jest antylaiicuchem
o a;<cp, - ale wtedy a; < an,; Z przechodnio$ci

® ¢y, <cy, - dopiszmy z powrotem na poczatek odpowiednie b; i dostajemy an, < an,



