Wybrane zagadnienia teorii grafow — ¢wiczenia 1
WQO, minory

well-quasi—orderings

Przypomnijmy: porzadek czeSciowy (X, <) jest WQO, jesli w kazdym nieskoniczonym ciagu
Z1,%2,... istnieje para indekséw i < j, ze x; < x;.

Zadanie 1. Ktoére z nastepujacych porzadkéw sag WQO:
1. N? z porzadkiem (a,b) < (¢,d) & (a < cAb< d),
2. N? z porzadkiem leksykograficznym,
3. slowa nad {a,b} z porzadkiem leksykograficznym,
4. N z porzadkiem a < b wtedy i tylko wtedy gdy a dzieli b,
5. zbiér odcinkéw X = {[a,b] : a < b, a,b € N}, gdzie [a,b] < [¢,d] jeslib < cluba=cib<d.

Zadanie 2. Udowodnij uzyte na wykladzie twierdzenie Ramseya: jesli X jest nieskonczonym zbio-
rem, a Fy, Fy, ..., E, sarodzinami par elementéw z X takimi, ze kazda para {z,y}, z,y € X,z # y
nalezy do dokladnie jednego zbioru E;, to istnieje przeliczalny zbiér Y C X oraz indeks 1 <7 < k
takie, ze kazda para {z,y}, z,y € Y, z # y nalezy do E;.

Zadanie 3. Dany jest quasi—porzadek czesciowy (A, <). Dla zbioru X C A definiujemy
Forb(X) ={a € A: Vyex—(z < a)}.

Pokaz, ze (A, <) jest WQO wtedy i tylko wtedy gdy kazdy podzbiér B C A zamkniety ze wzgledu
na branie mniejszych elementéw, da sie zapisa¢ jako B = Forb(X) dla pewnego skoriczonego X.

relacja bycia minorem

Krata k x k to graf o k? wierzchotkach, indeksowanych parami (i, 5), 1
|

<, j < k, gdzie (i, )
jest polaczone krawedzia z (i/, j') wtedy i tylko wtedy gdy |i —4'| + |7 — j/| =

1.
Zadanie 4. Czy K4 jest minorem kraty 1000 x 10007 A czy K57

Zadanie 5. Graf H sklada sie z cyklu na szeéciu wierzchotkach vivougvavsvg, w ktérym dodatko
poprowadzono trzy krawedzie, laczace naprzeciwlegle wierzchotki na cyklu (czyli krawedzie vivy,
vvs, v3vg). Graf G to krata 100 x 100 z dodatkowymi przekatnymi w jedna strone: formalnie,
wierzcholki G sa indeksowane parg liczb (i,7), 1 < 4,5 < 100 i (i,7) oraz (i, ;') sa polaczone
krawedzig jesli |i —i'| 4+ |[j — j'| =1 1ub (i —¢')(j — j') = 1. Czy H jest minorem G?

Zadanie 6. Pokaz, ze dla kazdego grafu planarnego H istnieje takie k, ze H jest minorem kraty
k x k.



WQO a minory

Zadanie 7. Pokaz, ze drzewa nie s WQO ze wzgledu na relacje bycia podgrafem.

Zadanie 8. Pokaz, ze zbiér wszystkich spdjnych graféw prostych nie jest WQO ze wzgledu na
relacje Sciagania (mozemy tylko $ciagaé¢ wierzchotki wzdluz krawedzi, nie mozemy usuwaé krawedzi
i wierzcholkéw).

Zadanie 9. Pokaz, ze zbiér wszyskich graféw prostych, uporzadkowany przez relacje bycia topo-
logicznym minorem, nie jest WQO.

zadania inne

Ponizsze dwa zadania moze nie maja zwiazku z teoria minoréw, ale przydadza sie na kolejnych
wykladach.

Zadanie 10. Pokaz, ze jesli drzewo ma co najmniej r(r — 1) wierzchotkéw (r > 2), to ma r lidci
lub Sciezke o r wierzchotkach.

Zadanie 11. Niech T bedzie drzewem, gdzie kazdy wierzchotek ma stopien co najwyzej 3. Niech
X C V(@) iniech k > 1. Wtedy mozna z T wywali¢ czes¢ krawedzi tak, by kazda pozostala spdjna
skladowa miata od k do 2k — 1 wierzcholkéw z X (poza jedna, ktéra moze mie¢ mniej niz k).
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treewidth, ciernie, splatania

Zadanie 12. Na grafie G mamy zlodzieja i k policjantéw. Ztodziej ma bardzo szybki motorek, a po-
licjanci helikoptery. Pomiedzy turami kazda osoba okupuje jaki$ wierzchotek grafu. Tura wyglada
nastepujaco:

1. pewien podzbiér policjantéw wznosi sie ze swoich miejsc i deklaruje, gdzie bedzie ladowad;

2. zlodziej sie przemieszcza, ale nie moze przechodzi¢ przez wierzchotki, w ktorych stoi policjant
(taki, ktory nie podrozuje);

3. policjanci laduja.

Policjanci wygrywaja, jesli jaki$ policjant wyladuje w wierzchotku, gdzie jest zlodziej. Pokaz, ze
minimalna liczba policjantéw potrzeba do ztapania zlodzieja to tw(G) + 1.

treewidth i pathwidth réznych grafow
Zadanie 13. Pokaz, ze G jest lasem wtedy i tylko wtedy gdy ma treewidth nie wiekszy niz 1.
Zadanie 14. Pokaz dekompozycje drzewowsq o szerokosci 2 cyklu o n wierzchotkach.
Zadanie 15. Ile wynosi treewidth kliki K,,?

Zadanie 16. Graf jest zewnetrznie planarny, jedli jest planarny i mozna go narysowac na plaszczyz-
nie tak, by wszystkie wierzcholki lezaly na zewnetrznej Scianie. Pokaz, ze taki graf ma treewidth
co najwyzej 2.

Zadanie 17. Pokaz odwrotno$¢ lematu z wyktadu: jesli T' jest drzewem, i (V;)ier rodzina pod-
zbioréw V(G) taka, ze Uyer Vi = V(G) oraz dla kazdej krawedzi tito w T' zbiér Vi, N'V,, rozdziela
Ui od Us, to (Vy)ier jest dekompozycja drzewowa G.

Zadanie 18. Niech W C V(G), a (T, (Vi)iter) niech bedzie dekompozycja drzewiasta grafu G.
Pokaz, ze jesli nie istnieje ¢ € T takie, ze W C V4, to istnieja w1, we € W i krawedz t1to w T takie,
ze Vi, N'V4, oddziela wy od wa.

Zadanie 19. Klasa grafow series—parallel jest zdefiniowana nastepujaco: Ko jest series—parallel
i jesli G powstaje z G’ poprzez dodanie jednej krawedzi rownoleglej do juz istniejacej, lub przez
wepchniecie wierzchotka w krawedz, to jesli G’ jest series—parallel, to G tez. Pokaz, ze grafy series—
parallel maja treewidth co najwyzej 2.

Zadanie 20. Pokaz, ze treewidth kraty k x k:
1. wynosi co najwyzej k,
2. wynosi co najmniej k — 1,

3. wynosi co najmniej k.



Zadanie 21. W grafie G nie ma Sciezki dlugosci k. Pokaz, ze pw(G) < k.

Zadanie 22. Pokaz, ze drzewo o n wierzchotkach moze mie¢ pathwidth Q(logn).
zbiory zewnetrznie spdajne

Zadanie 23. Pokaz, ze dowolny podzbiér kolumny kraty r X r o co najmniej 2k wierzchotkach jest
zewnetrznie k—spdjny.

Zadanie 24. Pokaz, ze jesli mamy zbiér zewnetrznie 10k—spdjny o 100k wierzchotkach, to graf ma
treewidth co najmniej k.

grafy przedzialowe i cieciwowe

Graf G jest grafem cieciowym (ang. chordal graph), jesli nie ma podgraféw indukowanych be-
dacych cyklami dtugosci wiekszej niz 3. Graf G jest grafem przedzialowym (ang. interval graph),
jesli istnieje rodzina otwartych odcinkéw na prostej (s, )vev (g) taka, ze uv € E(G) wtw s,M s, 7 0.

Zadanie 25. Pokaz, ze G jest cieciwowy wtedy i tylko wtedy gdy ma dekompozycje drzewowsq
(T, (Vy)er) taka, ze G[V;] jest klika dla kazdego t € T.

Zadanie 26. Pokaz, ze G jest przedzialowy wtedy i tylko wtedy gdy ma dekompozycje $ciezkowa
(T, (Vi)ter) (czyli wymagamy, by T bylo Sciezka) taka, ze G[V;] jest klika dla kazdego ¢t € T

kilka istotnych i nietrywialnych definicji

Treewidth. Dla grafu G dekompozycja drzewowa nazwiemy takie drzewo T’ i rodzing zbioréw
wierzchotkow (Vi)ier, ze:

(T1) V(G) = Urer Vi;
(T2) dla kazdej krawedzi uv € E(G) istnieje t € T', ze u,v € Vi;
(T3) dla kazdego v € V(G) zbidr {t: v € V;} jest spojny w T

Szeroko$cia dekompozycji nazywamy maxer |Vi| — 1. Szerokosé drzewiasta (treewidth) grafu to naj-
mniejsza mozliwa szeroko$¢ dekompozycji. Jesli dodatkowo bedziemy wymagaé, by T' bylo Sciezka,
otrzymamy dekompozycje Sciezkowq i szeroko$é Sciezkowq (ang. pathwidth).

Zbiory zewnetrznie k-spéjne. X C V(G) jest zewnetrznie k—spojny, jesli | X| > k i dla kazdych
roztacznych Y, Z C X | |Y| = |Z| < k istnieje |Y| roztacznych wierzcholtkowo $ciezek taczacych Y z
Z, nie uzywajacych wierzcholkéw i krawedzi G[X] (poza poczatkiem i koncem).

Wskazéwka do zadania 21: Rozwaz drzewo przeszukiwania wglab (DFSu) grafu G.
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twierdzenie o kracie, inne miary szerokosci grafu

grafy przedziatowe i cieciwowe

Graf G jest grafem cieciowym (ang. chordal graph), jesli nie ma podgraféw indukowanych be-
dacych cyklami dtugosci wiekszej niz 3. Graf G jest grafem przedzialowym (ang. interval graph),
jesli istnieje rodzina otwartych odcinkéw na prostej (s,)vev (g) taka, ze uv € E(G) wtw s, M s, 7 0.

Zadanie 27. Pokaz, ze G jest cieciwowy wtedy i tylko wtedy gdy ma dekompozycje drzewowsa
(T, (Vi)ier) taka, ze G[V;] jest klika dla kazdego t € T'.

Zadanie 28. Pokaz, ze G jest przedziatowy wtedy i tylko wtedy gdy ma dekompozycje Sciezkowsa
(T, (Vi)ter) (czyli wymagamy, by T bylo Sciezka) taka, ze G[V;] jest klika dla kazdego ¢t € T

Zadanie 29. Pokaz, ze jesli G ma treewidth co najwyzej k, to
1. G posiada wierzcholek o stopniu co najwyzej k;

2. wierzcholki G mozna pokolorowaé¢ na co najwyzej (k + 1) réznych kolorow.
zastosowania twierdzenia o kracie

Zadanie 30. Niech G bedzie grafem planarnym, a X C V(G) jego pokryciem wierzchotkowym (t;.
takim zbiorem, ze G \ X nie ma krawedzi). Pokaz, ze szeroko$¢ drzewiasta G wynosi O(/|X]).

Zadanie 31. Pokaz, ze dla kazdego planarnego grafu H istnieje stala ¢(H) taka, ze dla kazdego
grafu G, ktérego H nie jest minorem, szerokosé¢ drzewiasta G wynosi co najwyzej t(H).

Zadanie 32. Zakladajac, ze twierdzenie Robertsona-Seymoura jest prawdziwe dla graféw o ogra-
niczonej szerokosci drzewiastej, wywnioskuj, ze ewentualny nieskonczony antylancuch dla relacji
bycia minorem nie moze posiada¢ grafu planarnego.

mne miary szerokosSci grafu

Zadanie 33. Dla n-wierzchotkowego grafu G i bijekcji (ustawienia) 7 : V(G) — {1,2,...,n}, sze-
rokoscig 7 nazwiemy warto$¢ max,,e g (q) |m(u) —m(v)[; szeroko$¢ (ang. bandwidth) G to minimalna
szerokos¢ po wszystkich ustawieniach 7. Jak sie ma szerokos¢ G do jego szerokosci $ciezkowej?

Zadanie 34. Niech L bedzie skonczonym zbiorem etykiet. Graf G jest L-poetykietowany, jesli kazdy
wierzcholek ma etykiete z L. Dozwalamy na nastepujace operacje na grafach L-poetykietowanych:

1. utworzenie nowego grafu L-poetykietowanego, sktadajacego sie z jednego wierzchotka z wy-
brana etykieta;

2. stworzenie roztacznej sumy dwoch L-poetykietowanych grafow;

3. dla dwodch etykiet a,b € L, a # b, dodanie wszystkich krawedzi taczacych wierzchotki o
etykiecie a z wierzchotkami o etykiecie b;



4. przeetykietowanie wszystkich wierzchotkéw z etykieta a na etykiete b.
Clique-width grafu G to minimalna liczba etykiet potrzeba by stworzyé¢ G.

1. Jaki jest cliquewidth drzewa?

2. Jaki jest cliquewidth kliki?

3. Jaki jest cliquewidth kraty k x k? (tak na oko)

4. Jak sie¢ ma cliquewidth do treewidthu?
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twierdzenie Robertsona-Seymoura, zastosowania algorytmiczne

zastosowania twierdzenia Robertsona-Seymoura

Zadanie 35. Niech G bedzie nieskierowanym grafem i rozwazmy dowolne jego zanurzenie w prze-
strzeni R? (tj. kazdy wierzcholek jest punktem w R3, a krawedZ krzywa gladka laczacaca jego
konce; krawedzie s parami roztaczne poza koncami). Powiemy, ze dwa rozlaczne wierzchotkowo
cykle C1 i C9 sg nierozdzielne, jesli dwdch zamknietych krzywych przez nie wyznaczonych nie da sie
rozdzielié¢ (przez homomorfizmy). Kolekcja cykli w G jest zapetlona, jesli sa one parami rozlaczne i
nierozdzielne, a zapetlenie G to maksymalna moc zapetlonej kolekcji cykli w G. Pokaz, ze problem
sprawdzania, czy G ma zapetlenie o k cyklach, mozna rozwiazaé¢ w czasie O(f(k)n®) dla pewnej
funkcji f i stalej c.

Zadanie 36. Pokaz ze nastepujacy problem mozna rozwiagzaé w czasie O( f(k)n¢) dla pewnej funkcji
f i stalej ¢: majac dany jest graf planarny G i liczbe k, sprawdzi¢, czy mozna tak narysowaé G
na plaszczyznie i wybraé co najwyzej k Scian, by kazdy wierzchotek grafu lezal na jednej wybranej
Scianie?

Zadanie 37. Pokaz ze nastepujacy problem mozna rozwiaza¢ w czasie O(f(k)n¢) dla pewnej funkcji
f istalej c: majac dany jest graf planarny G i liczbe k, sprawdzié, czy mozna znalez¢ taki nadgraf
G' D G, ze G’ jest planarne i ma $rednice co najwyzek k.

problem rozlgcznych Scieiek

Zadanie 38. Podaj przyktad planarnej instancji problemu k roztacznych éciezek I = (G, (s;, t:)%_)
o nastepujacych wlasnosciach: tw(G) > 22%k) T ma rozwiazanie i w dodatku dowolne rozwiazanie
I wykorzystuje wszystkie wierzchotki G.

algorytmy na dekompozycji drzewiastej

Zadanie 39. Pokaz, ze majac dane dekompozycje drzewowg o szerokosci t da sie skonstruowaé
w czasie wielomianowym dekompozycje o tej samej szerokosci taka, ze T jest ukorzenione, i kazdy
wierzchotek ¢ € T jest jednym z czterech typow:

(leaf) |V =11t jest liciem T

(introduce) t ma jednego syna siV; = Vs U{v}, v ¢ V;
(forget) t ma jednego syna si Vs =V, U{v}, v ¢ Vi
(join) t ma dwéch synéw si s’ iVy=Vy =V,

Zadanie 40. Majac dany graf G o n wierzchotkach i jego dekompozycje drzewiasta szerokosci ¢,
pokaz algorytm:

1. szukajacy najmniejszego pokrycia wierzchotkowego w G w czasie 20nO(1).



2. szukajacy najwiekszego zbioru niezaleznego w G w czasie 201,00,
3. szukajacy najmniejszego zbioru dominujacego w G w czasie 20 nO1);
4. szukajacy k—kolorowania w G w czasie 20(t1ogk),O(1).

5. szukajacy cyklu Hamiltona w G w czasie 20(tlogt) , O(1).

6. szukajacy najdluzszej $ciezki w G w czasie 20(Hlogt) 001,

7. szukajacy minimalnego zbioru wierzchotkéw X takiego, ze G \ X nie ma cykli dlugosci 5, w
czasie 2O(t2)no(1);

8. szukajacy minimalnego zbioru wierzchotkéw X takiego, ze w grafie G \ X najwiekszy zbidr

. . . .. .. . Oo(t
niezalezny jest mniejszy niz w grafie G, w czasie 22 “poW,

Zadanie 41. Pokaz algorytm, ktory dla grafu planarnego G o n wierzchotkach i liczby k stwierdzi

VEk)p0(1)

w czasie 200VK)p czy w GG jest zbiér niezalezny wielkoSci co najmniej k.

Zadanie 42. Pokaz algorytm, ktory dla grafu planarnego G o n wierzchotkach i liczby k stwierdzi
w czasie 20(Vklogk)pO(1) czy w G jest $ciezka dlugosci co najmniej k.
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kolorowania, grafy doskonate, inne klasy graféw

algorytm zachtanny

Przypomnijmy: na wyktadzie rozwazaliSmy algorytm zachtanny, ktéry bral pewne ustawienie
wierzcholtkow vy, va, ..., v, i wierzchotkowi v; przyporzadkowywal najmniejszy mozliwy kolor nie-
uzyty przez N(v;) N{v1,ve,...,v;—1}.

Zadanie 43. Pokaz, ze istnieje takie ustawienie wierzchotkow, ze algorytm zachlanny uzyje tylko
X (G) kolor6w.

Zadanie 44. Pokaz graf dwudzielny o 2n wierzchotkach i ustawienie jego wierzchotkow takie, ze
algorytm zachtanny uzyje n koloréw.

grafy krytycznie k-kolorowalne

Graf G nazwiemy krytycznie k-kolorowalnym, jesli x(G) = k i dla kazdego v € V(G) mamy
X(G\v) <k.

Zadanie 45. Pokaz, ze kazdy graf G o x(G) = k ma podgraf indukowany krytycznie k-kolorowalny.

Zadanie 46. Wyznacz wszystkie krytycznie 3-kolorowalne grafy.
wielomian chromatyczny

Dla grafu G funkcje Pg (k) przyporzadkowywujaca liczbie k > 1 liczbe kolorowan grafu G na k
koloréw nazwiemy wielomianem chromatycznym G.

Zadanie 47. Pokaz, Ze jest to rzeczywiscie wielomian. Pokaz dodatkowo, ze ma on stopien |V (G)],
przy V(O ma 1, a przy z!V(OI=1 ma —|E(G)|.

grafy doskonale

Przypomnienie. Graf przedzialowy to taki graf G, ze kazdemu v € V(G) mozna przyporzadko-
waé przedzial otwarty I, C R taki, ze uv € E(G) wtedy i tylko wtedy gdy I, N I,, # 0. Graf G jest
grafem cieciowym (ang. chordal graph), jesli nie ma podgraféw indukowanych bedacych cyklami
dtugosci wiekszej niz 3.

Zadanie 48. Pokaz, ze nastepujace klasy graféw sa doskonate:
1. kliki,

[\)

. grafy dwudzielne,

w

. grafy przedziatowe,

W

. grafy cieciwowe.



Zadanie 49. Pokaz, ze cykl i antycykl dlugosci nieparzystej wickszej od 3 nie jest grafem dosko-
nalym.

Zadanie 50. Pokaz, ze wlasno$¢ bycia grafem doskonalym nie jest zamknigta ani na branie pod-
graféw, ani na branie minoréw.

Zadanie 51. Dla danego porzadku czesciowego (A, <) grafem poréwnan G nazwiemy graf taki, ze
V(G)=Aizy € E(G) jesli x i y sa rézne i poréwnywalne. Pokaz, ze taki graf G jest doskonaly.

Zadanie 52. Pokaz, ze dopelnienie grafu przedzialowego jest grafem porzadku czesciowego.

Zadanie 53. Dla grafu G grafem liniowym L(G) nazwiemy graf taki, ze V(L(G)) = E(G) i ejes €
E(L(Q)) jesli e1 i e maja wspdlny koniec.

1. Pokaz, ze
X(L(G)) € {w(L(G)), w(L(G)) + 1}

2. Znajdz wszystkie grafy proste G takie, ze graf liniowy L(G) jest doskonaly.
kografy

Kografy to minimalna klasa graféw o nastepujacej wlasnosci: pojedynczy wierzchotek jest ko-
grafem, suma roztaczna dwéch kografow jest kografem, oraz dopetnenie kografu jest kografem.

Zadanie 54. Pokaz, ze kografy sg grafami doskonatymi.
Zadanie 55. Pokaz graf doskonaly, ktéry nie jest kografem.

Zadanie 56. Pokaz, ze jesli graf jest kografem, to nie zawiera podgrafu indukowanego izomorficz-
nego z Py ($ciezka na 4 wierzcholkach).

Zadanie 57. Pokaz, ze jesli graf nie zawiera Py jako indukowanego podgrafu, to jest kografem.
asteroidal triples

Trojke wierzchotkéw T' = {a,b,c} w grafie G nazwiemy asteroidal triple jesli miedzy kazdymi
dwoma wierzchotkami z T istnieje $ciezka w G omijajaca sasiedztwo trzeciego wierzchotka. Grafy,
ktére nie maja takich tréjek, nazywamy AT-free.

Zadanie 58. Pokaz, ze grafy przedziatowe sg AT-free.
Zadanie 59. Pokaz przyklad grafu cieciowego, ktéry nie jest AT-free.
Zadanie 60. Pokaz przykiad grafu AT-free, ktory nie jest cieciowy.

Zadanie 61. Pokaz, ze jesli graf jest cieciwowy i AT-free to jest przedziatowy.

10
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kolorowania graféw planarnych

choosability

Zadanie 62. Podaj przyklad grafu G takiego, ze ch(G) > x(G).

Zadanie 63. Dana jest liczba k > 1. Podaj przyklad grafu dwudzielnego Gy, takiego, ze ch(Gy) > k.
wzér Eulera i discharging

Zadanie 64. Pokaz, ze w kazdym grafie narysowanym na torusie istnieje wierzchotek o stopniu co
najwyzej 6.

Zadanie 65. Pokaz, ze jesli mozemy narysowaé graf 6-regularny na torusie, to jest on striangula-
ryzowany po narysowaniu.

Zadanie 66. Korzystajac z poprzednich dwéch zadan, sprobuj udowodnié, ze grafy, ktére mozna
narysowaé na torusie sa 6-kolorowalne. Czy zadzialal argument z tancuchami Kempego?

Zadanie 67. Ania narysowala planarny graf dwudzielny G = (V U W, E) taki, ze wierzcholki
w V maja stopien 5, a wierzchotki w W maja stopien 3. Nastepnie przyporzadkowata numerki
wierzchotkom tak, ze:

1. kazdy wierzchotek w V' ma numerek 1, 2 lub 3, a kazdy wierzchotek w W ma numerek 4, 5,6, 7
lub 8.

2. kazdy wierzchotek w V' zna wszystkie numerki od 4 do 8, a kazdy wierzcholek w W zna
wszystkie numerki od 1 do 3.

Pokaz, ze Ania gdzies sie pomylita.

Zadanie 68. Wagq krawedzi w grafie planarny nazwiemy sume stopni koncéw tej krawedzi. Narysuj
graf planarny, w ktérym kazda krawedZ ma wage co najmniej (a) 10 (b) 11 (¢) 12 (d) 13.

rozne dziwne

Zadanie 69. Niech graf G bedzie triangulacja. Udowodnij, ze jego graf dualny jest 2—kolorowalny
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wierzchotek ma stopien parzysty.

Zadanie 70. Udowodnij, ze triangulacja jest 3—kolorowalna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wierz-
chotek ma stopien parzysty.

Zadanie 71. Rozwazmy rodzine prostych na plaszczyznie, z ktorych zadne trzy nie sa wspotpekowe.
Rozwazmy naturalny graf zadany przez te proste (wierzcholki to punkty przeciecia, krawedzie lacza
pary sasiednich wierzchotkéw na jednej prostej). Udowodnij, ze tak zadany graf planarny jest 3—
kolorowalny.
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twierdzenie o czterech barwach

Zadanie 72. Rozstrzygnij, czy nastepujace konfiguracje sa redukowalne:
e Wierzchotek stopnia 4
e Wierzcholek stopnia 5
e Trojkat ztozony z dwoch wierzchotkéw stopnia 5 i jednego stopnia 4.

Zadanie 73. Niech T bedzie minimalna triangulacja nie zawierajaca zadnej z redukowalnych kon-
figuracji, za$ v niech bedzie wierzchotkiem stopnia 5 w tej triangulacji. Udowodnij, ze po roztado-
waniu wedle procedury z wykladu tadunek w v jest niedodatni.
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Wybrane zagadnienia teorii grafow — ¢wiczenia 7

ekspansje i spektralna teoria graféw

Zadanie 74. Niech G bedzie grafem d-regularnym. Udowodnij, ze nastepujace warunki sg rowno-
wazne:

1. G jest niespdjny;
2. 2(G) =d;
3. RE(G) = 0.

Zadanie 75. Niech G bedzie sp6jnym grafem d-regularnym. Udowodnij, ze nastepujace warunki
sg réwnowazne:

1. G jest dwudzielny;
2. \(G) = —d;
3. Y (G) =0.
Zadanie 76. Pokaz, ze jesli G jest n-wierzchotkowym grafem prostym, to > 1 ; A\;(G) = 0.
produkty graféow

Niech G i H beda grafami. Produkt kartezjariski GOH to graf o V(GOH) = V(G) x V(H) oraz
(u,v)(u/,v") € E(GOH) jesli u = v’ i vv' € E(H) lub v = v/ i wu’ € E(G). Produkt tensorowy
G x H to graf o V(G x H) = V(G) x V(H) oraz (u,v)(u',v") € E(G x H) jesli wu' € E(G) i
w' € E(H). Kwadrat grafu G to graf G z V(G) = V(G?) i krotnoéé krawedzi uv w G2 to liczba
Sciezek u — w — v w G.

Zadanie 77. Niech A, B, C beda grafami, przy czym A i B sa dwudzielne. Ktore z nastepujacych
graféw muszg byé dwudzielne: A x B, A x C', AOOB, ACIC?

Zadanie 78. Czy produkt kartezjanski grafow spdjnych musi by¢ spdjny? Czy produkt tensorowy
graféw spdjnych musi by¢ spéjny?

Zadanie T79. Skonstruuj produkty kartezjanski i tensorowy graféow Cy i Kj 3 (czyli cyklu o 4
wierzchotkach oraz gwiazdy o jednym $érodku i trzech liSciach).

Zadanie 80. Znajdz wszystkie grafy spéjne G, dla ktérych G? jest dwudzielny po usunieciu petli.

Zadanie 81. Udowodnij, ze graf G? jest niespéjny wtedy i tylko wtedy, gdy G jest dwudzielny lub
niespojny.

Zadanie 82. Niech G i H beda grafami o wartoéciach wlasnych (M), 1 (i)} ;. Udowodnij
nastepujace fakty.

1. Jedli G jest prosty i d-regularny, to wartosci wlasne G to (n — 1 —d) oraz (—1 — \;)",.
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2. Wartoéci wlasne G? to ().
3. Wartosci wlasne G x H to A;u;.
4. Wartosci wlasne GUH to \; + p;.
Zadanie 83. Niech G bedzie grafem d-regularnym. Pokaz, ze:
1. GOG jest 2d-regularny;
2. d— X2(G) = 2d — M\ (GOG);
3. d—\G) <2d— \NGOG);
4. G x G jest d?*-regularny;
5. d(d— \NQ)) = d* — \(G x G).

Zadanie 84. Niech G bedzie dowolnym d-regularnym multigrafem. G’ tworzymy dodajac w kazdym
wierzchotku petle. Udowodnij, ze

L (d+1)— X(G) =d— X(G);
2. (d+1) = AXNG") =min(d — X2(G),d + 2 + M\ (Q))
zadania inne

Zadanie 85. Zalézmy, ze G jest prosty i d-regularny, d > 3, i ma wartosci wlasne (\;) ;. Graf
liniowy L(G) zdefiniowany jest nastepujaco: V(L(G)) = E(G), a ef € E(L(G)) jeli e i f maja
wspélny koniec w G. Udowodnij, ze wartosci wlasne L(G) to d — 2 + \; oraz dodatkowo —2 z
krotnoscia |E| — [V].

Wskazéwka: roztéz dI — A(G) = BB”, gdzie B jest macierzq |V(G)| x |E(G)].

Zadanie 86. Oblicz ekspansje wierzchotkows i krawedziowa oraz pelne spektrum kliki K, cyklu
Cy, oraz bikliki K, .

Zadanie 87. Pokaz, ze pelne spektrum grafu Petersena to 3, 5 x 1 oraz 4 x —2.

Zadanie 88. Uzywajac poprzedniego zadania pokaz, ze K¢ nie jest sumag roztaczng trzech graféw
Petersena.

Zadanie 89. Niech G bedzie d-regularnym spéjnym multigrafem.
1. Pokaz, ze d — Xo(G) = Q(d"tn~2).
2. Pokaz, ze jedli G ma w kazdym wierzchotku petelke, to d — A\(G) = Q(d~tn~2).

Zadanie 90. Niech G bedzie d-regularnym multigrafem o n wierzchotkach i niech d — A\(G) > ~
dla pewnej statej «v. Pokaz, ze istnieje stala ¢ zalezna tylko od d i« taka, ze érednica grafu G wynosi
co najwyzej clog |V (G)|.
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Wybrane zagadnienia teorii grafow — ¢wiczenia 8

ekspansje, spektralna teoria graféw, zygzak

Zadanie 91. Zal6ézmy, ze G jest prosty i d-regularny, d > 3, i ma wartosci wlasne (\;)" ;. Graf
liniowy L(G) zdefiniowany jest nastepujaco: V(L(G)) = E(G), a ef € E(L(G)) jedli e i f maja
wspollny koniec w G. Udowodnij, ze wartosci wlasne L(G) to d — 2 + \; oraz dodatkowo —2 z
krotnoscia |E| — [V].

Wskazéwka: roztéz dI — A(G) = BBT, gdzie B jest macierzq |V (G)| x |E(G)].

Zadanie 92. Oblicz ekspansje wierzchotkowa i krawedziowa oraz pelne spektrum kliki K,,, cyklu
Cy, oraz bikliki K, ;.

Zadanie 93. Niech T}, bedzie krata toryczng n x n, czyli grafem, gdzie V(T},) = {0,1,...,n—1}2,
i(a,b) jest polaczone krawedzia z (¢,d) jeSlia =cib—d = £11lubb=dia—c = %1 (odejmowania
wykonywane sa modulo n). T, jest grafem 4-regularnym i np. (0, 0) sasiaduje z (0, 1), (1,0), (0,n—1)
i(n—1,0). Zalézmy, ze n jest liczba parzysta. Oblicz ekspansje wierzchotkowa, krawedziowa oraz
wszystkie wartosci wlasne T,.

Zadanie 94. Pokaz, ze pelne spektrum grafu Petersena to 3, 5 x 1 oraz 4 x —2.
Wskazowka: policz spektrum dopetnienia grafu Petersena.

Zadanie 95. Uzywajac poprzedniego zadania pokaz, ze Ko nie jest suma roztaczng trzech graféw
Petersena.

Zadanie 96. Narysuj K5 @C}.
Zadanie 97. Niech G bedzie d-regularnym spéjnym multigrafem.
1. Pokaz, ze d — A\o(G) = Q(d"n72).
2. Pokaz, 7e jedli G ma w kazdym wierzchotku petelke, to d — A\(G) = Q(d~'n~2).

Zadanie 98. Niech G bedzie d-regularnym multigrafem o n wierzchotkach i niech d — A\(G) > ~
dla pewnej statej v. Pokaz, ze istnieje stata c zalezna tylko od d i v taka, ze $rednica grafu G wynosi
co najwyzej clog |V (G)|.

Zadanie 99. Niech G bedzie multigrafem d-regularnym. Niech § < %(G). Niech G’ powstaje z G
poprzez usuniecie co najwyzej 8|V | krawedzi. Udowodnij, ze G’ ma spéjna sktadowa o przynajmniej

(1 - #(EG)) |V'| wierzchotkach.
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konstrukcje ekspanderéw

Zadanie 100. Dla ustalonych d i n, niech Gy ,, bedzie rodzing graféw dwudzielnych G = (VUW, E)
takich, ze |V| = |W| = n i kazdy wierzcholek w V' ma stopien d. Pokaz, ze istnieje stala a =
Q(1/poly(d)) (niezalezna od n) taka, ze jedli G = (V U W, E) jest losowo wybranym grafem z G ,,,
to kazdy zbiér X C V mocy co najwyzej an ma co najmniej (d — 2)| X| sasiadéw.

Zadanie 101. Niech F, bedzie cialem o charakterystyce ¢q. Rozwazmy graf G, ktérego zbiorem
wierzcholkéw jest Fq2, a krawedz laczy (a,b) z (c,d) jesli ac = b+ d.

1. Udowodnij, ze wierzcholek (a,b) jest polaczony krawedzia z wszystkimi wierzchotkami (c, d)
takimi, ze (c,d) lezy na prostej ax — b.

2. Oblicz macierz sasiedztwa grafu G2.
3. Oblicz wartosci wlasne tej macierzy.

4. Udowodnij, ze G jest ekspanderem o bezwzglednej przerwie spektralnej co najmniej ¢ — /q.
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Wybrane zagadnienia teorii grafow — ¢wiczenia 9

konstrukcje ekspanderéw, bladzenia losowe, redukcja losowoéci

konstrukcje ekspanderéw

Zadanie 102. Dla ustalonych d i n, niech Gg,, bedzie rodzing graféw dwudzielnych G = (VUW, E)
takich, ze |V| = |W| = n i kazdy wierzcholek w V ma stopien d. Pokaz, ze istnieje stala a =
Q(1/poly(d)) (niezalezna od n) taka, ze jesli G = (V U W, E) jest losowo wybranym grafem z G,
to kazdy zbiér X C V mocy co najwyzej an ma co najmniej (d — 2)| X| sasiadéw.

Zadanie 103. Niech F, bedzie cialem o charakterystyce q. Rozwazmy graf G, ktérego zbiorem
wierzcholtkéw jest FqQ, a krawedz laczy (a,b) z (c,d) jesli ac = b+ d.

1. Udowodnij, ze wierzcholek (a,b) jest polaczony krawedzia z wszystkimi wierzchotkami (c,d)
takimi, ze (c,d) lezy na prostej ax — b.

2. Oblicz macierz sasiedztwa grafu G2.
3. Oblicz wartoéci wlasne tej macierzy.

4. Udowodnij, ze G jest ekspanderem o bezwzglednej przerwie spektralnej co najmniej ¢ — /q.

bladzenia losowe

Przypominamy: ||ully = Y |uil, za$ |lull2 = /> Jui|?.
Zadanie 104. Udowodnij, ze dla dowolnego wektora u € C™ zachodzi |jul|2 < ||ull1 < v/n|ull2.

Zadanie 105. Niech G bedzie d-regularnym multigrafem, i niech P bedzie dowolnym rozktadem
prawdopodobienstwa na V(G). Niech Xy bedzie wierzchotkiem G wybranym zgodnie z prawdopo-
dobienstwem P, oraz niech X1 bedzie losowym sasiadem wierzchotka X (kazdego sasiada wybie-
ramy z réwnym prawdopodobienstwem, i niezaleznie od dotychczasowych wyboréw). Udowodnij,
ze
1 AG)\*
> ‘P(Xk:v)—‘ <\/ﬁ((d)) > ‘IP’(X():U)— .
vev(Q) " veV(Q) "
Zadanie 106. Niech P : C" — C", (Pu); = u; dlai < ki (Pu); = 0 dlai > k (czyli P zeruje
wspolrzedne dalsze niz k). Niech G bedzie d-regularnym multigrafem o n wierzchotkach, a A jego
macierza sasiedztwa. Pokaz, ze dla dowolnego wektora v o wspétczynnikach nieujemnych mamy

|PAPu; (¢ AG) )
L il 1. P (I 4 )
: " 25 ol
Zadanie 107. Niech G bedzie d-regularnym multigrafem. Niech B C V(G). Wybieramy losowy
wierzcholek Xy € V(G), a nastepnie wykonujemy ¢ krokéw bladzenia losowego. Udowodnij, ze

prawdopodobienistwo, ze X; € B dla kazdego ¢ = 0, 1,...,t jest nie wieksze niz
(A(G) LBl )t
d  |V(G)]

17



Zadanie 108. Niech G bedzie d-regularnym multigrafem. Niech B C V(G). Wybieramy losowy
wierzchotek X € V(G), a nastepnie wykonujemy ¢ krokéw bladzenia losowego, otrzymujac zmienne
losowe X1, Xo, ..., X;. Niech K C {0,1,...,t}. Udowodnij, ze prawdopodobienistwo, ze X; € B dla
kazdego ¢ € K jest nie wieksze niz

d V(G

(A(G) B] )K‘

redukcje losowosci

Algorytmem losowym nazwiemy algorytm A, ktéry na wejsciu przyjmuje dane x oraz y, gdzie o
y myslimy jako o losowej czeéci danych; x jest podany we wzglednie dowolny sposoéb, zas y to ciag
n bitéw. Zakladamy, ze istnieje pewna poprawna odpowiedz C(z) € {0, 1}.

Moéwimy, ze A ma blad jednostronny, jesli dla x spelniajacych C(x) = 0 zachodzi A(x,y) = 0,
za$ dla C(z) = 1 réwnosé A(z,y) = 1 zachodzi dla przynajmniej %2” sposréd mozliwych y.

Moéwimy, ze A ma blad dwustronny, jesli dla kazdego x zbiér tych y, ze C(z) # A(z,y) ma moc
co najwyzej 2" /4.

Zadanie 109. Niech A bedzie dowolnym algorytmem losowym z bledem jednostronnym. Skon-
struujmy ekspander na 2" wierzchotkach (ktére utozsamiamy z mozliwymi ciagami ), o stopniu d
i spelniajacy A(G) < d/4. Niech A’ bedzie algorytmem losowym, ktéry losuje pierwszy ciag bitéw
Yo, nastepnie bierze jako y; losowego sasiada y;_1, 1 zwraca 0, jesli A(z,y;) = 0 dla wszystkich y;,
za$ 1, jesli wérdéd A(z,y;) jest przynajmniej jedna jedynka dla i = 1,2, ..., k. Udowodnij, ze A’ jest
algorytmem losowym z bledem jednostronnym popelnianym z prawdopodobiefistwem co najwyzej
27k,

Zadanie 110. Poréwnaj prawdopodobienstwo sukcesu i liczbe zuzytych bitéw losowych algorytmu
A’ 7z zadania 109 i algorytmu, ktéry k-krotnie powtarza algorytm A dla niezaleznie wylosowanych

ciagbéw y.

Zadanie 111. Sprébujmy podobnie jak w zadaniu 109 ograniczy¢ liczbe bitéw losowych przy po-
wtarzaniu algorytmu z dwustronnym bledem. Tym razem robimy bladzenie losowe o 2t krokach
(czyli mamy 2t+1 zmiennych Yp, Y1, . .., Y2;) 1 wybieramy wiekszosciowa odpowiedz (A(z, Y;))o<i<ot-
Zanalizuj prawdopodobienstwo porazki takiego eksperymentu.

Wskazowka: byé moze bedzie potrzeba poprawienia sukcesu pojedynczego wywolania algorytmu A,
np. podmienienie algorytmu A na trzykrotne wykonanie A na trzech czesciach podpowiedzi vy.

Zadanie 112. Poréwnaj prawdopodobienstwo sukcesu i liczbe zuzytych bitéw losowych algorytmu
z zadania 111 i algorytmu, ktéry (2k+1)-krotnie powtarza algorytm A dla niezaleznie wylosowanych
ciagéw y i wybiera wigkszosciowa odpowiedz.
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Wybrane zagadnienia teorii graféw — ¢wiczenia 10

konstrukcje ekspanderéw, redukcja losowosci

redukcje losowosci

Algorytmem losowym nazwiemy algorytm A, ktéry na wejsciu przyjmuje dane x oraz y, gdzie o
y myslimy jako o losowej czeéci danych; x jest podany we wzglednie dowolny sposoéb, zas y to ciag
n bitéw. Zakladamy, ze istnieje pewna poprawna odpowiedz C(z) € {0, 1}.

Moéwimy, ze A ma blad jednostronny, jesli dla x spelniajacych C(x) = 0 zachodzi A(x,y) = 0,
za$ dla C(z) = 1 réwnosé A(z,y) = 1 zachodzi dla przynajmniej %2” sposr6d mozliwych y.

Moéwimy, ze A ma blad dwustronny, jesli dla kazdego x zbiér tych y, ze C(z) # A(z,y) ma moc
co najwyzej 2" /4.

Przypomnijmy jeszcze zadanie z zesztego tygodnia, co si¢ nam dzis przyda.

Zadanie 113. Niech G bedzie d-regularnym multigrafem. Niech B C V(G). Wybieramy losowy
wierzcholek Xy € V(G), a nastepnie wykonujemy t krokéw bladzenia losowego, otrzymujac zmienne
losowe X1, Xo,...,X;. Niech K C {0,1,...,t}. Udowodnij, ze prawdopodobienstwo, ze X; € B dla
kazdego ¢ € K jest nie wieksze niz

d  [V(G)]

(A(G) 1Bl )'K'—{

Zadanie 114. Niech A bedzie dowolnym algorytmem losowym z bledem jednostronnym. Skon-
struujmy ekspander na 2" wierzchotkach (ktére utozsamiamy z mozliwymi ciagami ), o stopniu d
i spelniajacy A(G) < d/4. Niech A’ bedzie algorytmem losowym, ktéry losuje pierwszy ciag bitéw
Yo, nastepnie bierze jako y; losowego sasiada y;_1, i zwraca 0, jesli A(z,y;) = 0 dla wszystkich y;,
za$ 1, jesli wérdéd A(z,y;) jest przynajmniej jedna jedynka dla i = 1,2, ..., k. Udowodnij, ze A’ jest
algorytmem losowym z bledem jednostronnym popelnianym z prawdopodobienistwem co najwyzej
27k,

Zadanie 115. Poréwnaj prawdopodobienstwo sukcesu i liczbe zuzytych bitéw losowych algorytmu
A’ z zadania 114 i algorytmu, ktéry k-krotnie powtarza algorytm A dla niezaleznie wylosowanych

ciagbéw y.

Zadanie 116. Sprébujmy podobnie jak w zadaniu 114 ograniczy¢ liczbe bitéw losowych przy po-
wtarzaniu algorytmu z dwustronnym bledem. Tym razem robimy btadzenie losowe o 2t krokach
(czyli mamy 2t+1 zmiennych Yp, Y1, . .., Y2;) i wybieramy wiekszosciowa odpowiedz (A(z, Y;))o<i<ot-
Zanalizuj prawdopodobienstwo porazki takiego eksperymentu.

Wskazowka: byé moze bedzie potrzeba poprawienia sukcesu pojedynczego wywolania algorytmu A,
np. podmienienie algorytmu A na trzykrotne wykonanie A na trzech czesciach podpowiedzi y.

Zadanie 117. Poréwnaj prawdopodobienstwo sukcesu i liczbe zuzytych bitéw losowych algorytmu
z zadania 116 i algorytmu, ktory (2k+1)-krotnie powtarza algorytm A dla niezaleznie wylosowanych
ciagéw y i wybiera wiekszosciowa odpowiedz.
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konstrukcje ekspanderéw

Przypomnijmy, ze na wykladzie pokazalismy, ze dla kazdego pierwszego p istnieje graf H,, ktéry
jest: p*-regularny, ma p® wierzchotkéw i A(H,) < 7p.

Zadanie 118. Dla p > 35 zdefiniujmy G1 = HZ, Gyy1 := G @H,,. Pokaz, ze graf G jest p*-
regularny, ma p® wierzchotkéw i A\(Gy) < %p4.

Zadanie 119. Pokaz, ze istnieja state 0 < A < d takie, ze, dla kazdego n, w czasie wielomianowym
mozna skonstruowaé d-regularny graf G, o doktadnie n wierzchotkach i A\(G),) < A.
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Wybrane zagadnienia teorii grafow — ¢wiczenia 11

test liniowosci

Pracujemy w nastepujacej sytuacji. Mamy dana funkcje f : Z§ — Zo, jako czarng skrzynke,
czyli mozemy wylicza¢ wartosci funkcji w réznych punktach. Checemy sprawdzié, czy f jest funkcja
liniowa.

Najprostszy test jest nastepujacy: losujemy dwa punkty z,y € Z5 i sprawdzamy, czy f(z) +
fy) = flz+y).

Rozwazamy réwniez ekspanderowq wersje tego testu. Bierzemy zbiér S C Z%, mocy d, i roz-
wazamy d-regularny multigraf graf G o 2" wierzcholkach (utozsamiamy V(G) z Z%) i krawedziach
zdefiniowanych przez Ng(z) = {z + s : s € S}. Zalbézmy, ze ten multigraf G ma male A\(G). W
naszym tescie losujemy krawedz zy € F(G) i sprawdzamy, czy f(x) + f(y) = f(x + y).

Celem dzisiejszych ¢éwiczen jest zanalizowanie obu powyzszych wariantéw testu liniowosci.

W wigkszosci zadan zaktadamy, ze funkcja f przechodzi jeden z powyzszych testéw z praw-
dopodobienstwem co najmniej (1 — ) dla pewnego malego e. W tej sytuacji definiujemy funkcje
¢ : 7% — 7Zs nastepujaco: by okresli¢ ¢(z), patrzymy na {f(z +y) — f(y) : y € Z5} i wybieramy
wigkszosciowa odpowiedz.

Zadanie 120. Zal6zmy, ze funkcja f przechodzi pierwszy test z prawdopodobienstwem co najmniej
(1 —¢) dla pewnego matego €. Wezmy dowolne a € Z%; naszym celem pokazanie jest, ze w definicji
¢(a) ogromna wiekszo$¢ wartosci f(a +y) — f(y) dla y € Z5 wynosi ¢(a). Zdefiniujmy wiec

T={yeZy:¢a)=flat+y) — fly)}

N=Zs\T ={y € Zy : ¢(a) # fla+y) = f(¥)}.
1. Pokaz, ze |T| > 2"/2.
2. Jak ma sie to, czy y € T do tego, czy y +a € T7?

3. Pokaz, ze jesli wylosujemy losowy element = € T'i losowy element y € N, to test f(x)+ f(y) =
f(z+vy) nie przechodzi ze znaczacym prawdopodobienstwem. Wskazéwka: pokaz, ze jesli para
(z,y) przechodzi test, to (x + a,y + a) nie przechodzi testu.

4. Wywnioskuj, ze |2En| . %' jest mate, wiec @ jest male.
Zadanie 121. Przeprowadz analize z zadania 120 dla drugiego, ekspanderowego, testu liniowosci.

1. Zauwaz, ze pierwsze dwa punkty nie zaleza od wariantu eksperymentu.

2. W trzecim punkcie, rozwazmy eksperyment ,losujemy krawedz xy € E(G)” i oznaczmy zda-
rzenia: A = {azy € E(G) : {z,y} NT| =1} i B ={ay € E(G) : f(x) + f(y) # [z +y)}.

(a) Pokaz, ze P(B|A) jest duze.
(b) Pokaz, ze P(A) jest duze, jedli |N| jest duze.

3. Bazujac na trzecim punkcie, wyprowadZ odpowiednig wersje czwartego punktu.
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Zadanie 122. Pokaz, ze jesli dla kazdego x mamy ¢(x) = f(x + y) — f(y) dla wiecej niz % -2
wartosci y, to funkcja ¢ jest liniowa.

Zadanie 123. Zalézmy, ze dla pewnego maltego § mamy, ze dla kazdego x zachodzi ¢(z) = f(x +
y) — f(y) dla co najmniej (1 — §)2"™ wartosci y. Zdefiniujmy

T=A{zeZy: f(x) = o)}

N=Z3\T ={x € Z3 : f(z) # ¢(x)}.
1. Pokaz, ze jeSlix € Tiy € N, to ¢(z) # f(x+y) — f(y) lub ¢(y) # f(z +y) — f(z).

2. Wywnioskuj, ze |2£n| . @ jest mate, wiec i jeden ze zbioréw T' lub N jest maty.
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