Przypomnijmy, ze dla macierzy M moéwimy, ze v jest wektorem wlasnym M z warto-
Scia wlasna A, jesli Mv = Av. Wartosci wlasne, przypomnijmy, sg pierwiastkami wielomianu
det(M — AI), a zatem jest ich doktadnie n (z krotnosciami).

Ale: macierz M(G) jest symetryczna. Przytoczmy twierdzenie z algebry liniowej. Nie be-
dziemy go tu dowodzi¢ (choé nie jest to bardzo trudne).

Twierdzenie 0.1. Niech M bedzie macierzqg symetryczng nad R. Wowczas rozkiada sie ona
nad R na UDU™!, gdzie U jest ortonormalna (U™' = U™, rzedy U to wektory wzajemnie
prostopadle, o dlugosci 1, czyli wyznaczajgce baze ortonormalng), zas D jest diagonalna.

W szczegdlnosci, z tego twierdzenia wynika, ze:

1.

Wszystkie wartosci wlasne M(G) sa rzeczywiste i jesli wartosé wlasna A pojawia sie i
razy, to ma ¢ wektoréw wlasnych. Oznaczmy \; > Ao > ...\, wartosci wlasne M(G).

2. Mamy baze ortonormalna wektoréw wlasnych M (G), bo macierz diagonalna tak ma, a
U to tylko ortonormalna zamiana bazy. Oznaczmy przez v; wektor wlasnym dla \; w tej
bazie.
3. Pierwsza warto$¢ wlasna to maxx” Ax/zTx, druga to to samo maksimum, ale po wekto-
rach prostopadtych do vy, etc.
4. 7 kolei jesli chcemy szukaé wartosci wlasnych maksymalnych co do modutu, to rozpatru-
jemy || Az /||x]|, tu znowu mozemy schodzi¢ na przestrzenie prostopadle, lub réwnowaznie
max |27 Ax| /2T x.
5. Jedliv =", aw;, to vl Av = 0, Na?.
Ponizej zamieszczamy (dla chetnych) szkice dowodéw czesci ponizszych faktow, w tym twier-
dzenia 0.1.
Dowad. e )\ jest wartoscig wtasng M <= istnieje wektor v, ze Mv = \v <= istnieje wektor

v, ze (M — A )v = 0 <= macierz M — AI nie jest pelnego rzedu <= det(M — A\I) = 0.

Niech v,w beda wektorami wlasnymi odpowiadajacymi wartosciom wlasnym A # pu.
Wtedy A (v, w) = (Av,w) = <v, ATw> = (v, Aw) = p (v, w), skad (jesli A # u) dostajemy
(v, w) = 0.

Wartosci wlasne sg rzeczywiste: jakas warto$é wlasna istnieje (bo zasadnicze twierdzenie
algebry), jesli jest zespolona, to A(v + iw) = (a + ib)(v + iw), gdzie v 1 w sa wektorami
rzeczywistymi, i ktérys jest niezerowy. Sprzegam, A(v — iw) = (a — ib)(v — iw). To teraz
policzmy (v — iw)T A(v + iw) = (a + ib)(v — iW)T (v + iw) = (a + ib)(|v|* + |w]?), ale z
drugiej strony (v — iw)T A(v + iw) = (A(v — iw))T (v + iw) = (@ — ib) (v — iw)(v + iw) =
(a —ib)(Jv]* + |w|?). Wobec tego b = 0.

Jedyna ciut trudniejsza czes¢ jest taka, ze w wypadku symetrycznym k—krotnej wartosci
wtasnej odpowiada podprzestrzen wektorow wtasnych wymiaru k. Ja to umiem zrobi¢ do-
wodzac, ze macierz symetryczna sie diagonalizuje ortogonalnie. Dowod leci tak — wezmy
dowolna wartos¢ wtasna A i jej wektor wiasny v;. Uzupemlijmy jakkolwiek v; do bazy
ortonormalnej (zakltadam, ze vy jest znormalizowany), ustawmy te wektory jako kolumny
macierzy V. Wtedy Ve, = v;. Wobec tego VT AVe; = AVTv; = Xey, czyli e, jest war-
todcia wlasng VT AV, czyli pierwsza kolumna tej macierzy to (), 0,0,...,0). Co wiecej,
(VIAV)T = VTATV = VT AV, czyli to jest macierz symetryczna. Wobec tego pierwszy



wiersz wyglada tak samo, a poza tym mamy podmacierz wymiaru (n — 1) x (n —1). Ta
podmacierz jest symetryczna, i diagonalizujemy ja indukcyjnie. I juz. Wobec tego mamy
diagonalizacje¢ ortonormalng. Jako, ze zaréwno wielomian charakterystyczny, jak i wymiar
podprzestrzeni wtasnej to niezmienniki podobienstwa macierzy, to wystarczy zauwazyc,
ze fakt, ktérego dowodzimy jest prawdziwy w sposob trywialny dla macierzy diagonalne;j.

Jak mamy baze ortonormalng wektoréw wlasnych, to wyrazenie T Az pisze sie jako
S \ia?, gdzie ¥ = 3 av;, 7z czego wynika charakteryzacja kolejnych wartosci wlasnych.

Druga wynika z tego, ze | Az|| = \/<A:c, Az) = \/Z A2a? dla wektora normalnego .
[



