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Rozdziat 1

Zagadnienie wlasne I

Trzy poczatkowe wyktady poswiecimy zagadnieniu wlasnemu. Naszym zadaniem bedzie oblicze-
nie, a raczej numeryczna aproksymacja wartosci wlasnych danej macierzy kwadratowej (jednej,
kilku, lub wszystkich). W ogélniejszym sformulowaniu mozemy chcieé¢ obliczyé réwniez odpo-
wiednie wektory wtasne.

Pierwszy wyktad bedzie dotyczyé¢ przede wszystkim wrazliwoéci wartosci i wektorow wlasnych na
zaburzenia macierzy. Jak wiemy z podstawowego wykladu analizy numerycznej, jest to istotne
z punktu widzenia numerycznej jakosci algorytméw.

1.1 Podstawy teoretyczne

Zaczniemy od przypomnienia podstawowych poje¢ i faktéw z algebry liniowej dotyczacych za-
gadnienia wlasnego, z ktérych skorzystamy w dalszej czesci wyktadu.

Definicja 1.1. Liczbe A € C (zespolona) nazywamy warto$ciq wlasng macierzy kwadratowej
A € C™™ jesli istnieje niezerowy wektor & € C™ taki, ze

AxZ = AxZT.
Wektor & nazywamy wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A.

Réwnowaznie, A jest wartoscia wtasna macierzy A gdy jest zerem jej wielomianu charaktery-
stycznego, tzn. gdy wyznacznik
det (A—Ax1I) = 0,

gdzie I jest macierza identycznosciowa n X n. KrotnosSciq algebraiczng wartosci wlasnej A nazy-
wamy jej krotnosé jako zera wielomianu charakterystycznego.

Zbiér wszystkich wektoréw wlasnych odpowiadajacych danej wartosci wtasnej A, uzupetniony
o wektor zerowy, czyli zbiér {Z € C" : A* & = X * &}, jest podprzestrzenia liniowa C™ zwana
podprzestrzeniq wlasng odpowiadajaca A. Wymiar tej podprzestrzeni to krotnosé geometryczna
wartosci wlasnej A.

Wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym sa liniowo niezalezne.

Macierze A, B € C™" sa podobne gdy istnieje nieosobliwa macierz C' € C™" taka, ze B =
C~ 1% A C. Oczywiicie, relacja ‘bycia macierzami podobnymi’ jest symetryczna.

Macierze podobne maja te same wartosci wlasne. Jesli bowiem A & = A% & to B x (C x &) =
A (C = T), tzn. A jest wartoscia wlasna B, a odpowiadajacy jej wektor wlasny to i = C x Z.
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Macierz A € C™"™ jest diagonalizowalna gdy jest podobna do macierzy diagonalnej, czyli gdy
istnieje nieosobliwa V' = [0y, ..., 9,] € C™" taka, ze

V5isAxV = A = diag(A, Ao, ..., An).

Zauwazmy, ze wtedy mozemy réwnowaznie zapisa¢ A* V =V x A, albo A * v; = \; * ¥; dla
1 < j < n. Stad elementy diagonalne macierzy A sa wartoSciami wlasnymi macierzy A (gdzie
ta sama warto$¢ wlasna powtarza si¢ tyle razy ile wynosi jej krotnosé), a kolumny macierzy V/
sa odpowiednimi wektorami wtasnymi.

Szczegblne wlasnos$ci maja macierze hermitowskie albo, w przypadku rzeczywistym, macierze
symetryczne, bowiem dla nich istnieja bazy ortonormalne (odpowiednio w C™ lub R™) wektoréw
wlasnych. Odpowiednie twierdzenie przypominamy jedynie w przypadku rzeczywistym, ktéry
ma zasadnicze znaczenie w obliczeniach praktycznych.

Twierdzenie 1.1. Niech A bedzie macierza symetryczng o wspotczynnikach rzeczywistych,
A = A" e R™.

Wtedy istnieje w R™ baza ortonormalna wektorow wlasnych macierzy A, tzn. istnieje ukiad
wektorow wlasnych ¢, @, . .., J, € R™ taki, Ze

5 o T - 0, i#]
— T q — , .
(G, @)2 = @G *@ = { 1, i=j.

Oczywiscie, odpowiednie wartosci wlasne \j, 1 < j < n, sq tez rzeczywiste.

Powyzsza wlasnos¢ macierzy symetrycznych oznacza tyle, ze sa one diagonalizowalne przy po-
mocy macierzy ortogonalnych. Rzeczywiscie, oznaczajac

Q= [0, @ G, A= diag(A;, Mg, .., \n)
mamyQT*Q:[:Q*QToraZ

QT x AxQ = A, A=QxAxQT.

1.2 Teoria zaburzen dla macierzy niesymetrycznych

Zobaczmy najpierw, czy mamy w ogole szanse numerycznego rozwiazania zadania znalezienia
wartosci wlasnych macierzy. W tym celu zbadamy jego uwarunkowanie, czyli wrazliwos¢ na
mate wzgledne zaburzenia wspétczynnikéw macierzy.

1.2.1 Wstepny przyktad

W ogélnosci, uwarunkowanie naszego zadania moze by¢ niestety dowolnie duze.

Przyk?ad 1.1. Niech macierz

w1 0 0
0 pn 1 :
J: = : SRR c Cmn,
noo1
¢ 0 0 u |
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Dla ¢ = 0, macierz J = Jy jest pojedyncza klatka Jordana, ktérej jedyna wartoscia wlasng
jest u (o krotnosci algebraicznej n i krotnosci geometrycznej 1). Jesli teraz zaburzymy wyraz
w lewym dolnym rogu o € > 0 to otrzymana macierz J. ma juz n réznych wartosci wtasnych.
Rzeczywiscie, jej wielomian charakterystyczny

det (J. = AI) = (u—N)"+(=1)""le
ma pierwiastki
e = o+ et/m . e2mkin 0<k<n—1 (r=+-1).

Wzgledne zaburzenie macierzy na poziomie € powoduje wiec wzgledne zaburzenie wartosci wla-
snych na poziomie £'/™. Stad, dla n > 2, uwarunkowanie roénie do +oco gdy ¢ — 0%.

Oczywidcie, otrzymane oszacowanie nie oznacza, ze w powyzszym przyktadzie w ogdle nie po-
trafimy aproksymowa¢ wartosci wlasnej. Tracimy jednak na liczbie poprawnie obliczonych cyfr
znaczacych wyniku. Niech n = 2. Wtedy przy dokladnosci arytmetyki 10~® mozemy spodzie-
waé sie jedynie wyniku z dokladnoscia do czterech cyfr znaczacych, a przy doktadnosci 10716
z dokladnoscia do oémiu cyfr znaczacych. Co wiecej, im wiekszy format n klatki Jordana tym
gorzej.

Powyzszy przyktad pokazuje réwniez, ze praktycznie niemozliwe jest numeryczne wyznaczenie
struktury macierzy. Nawet drobne zaburzenie macierzy powoduje bowiem, ze pojedyncza klatka
Jordana staje sie¢ macierza diagonalizowalna.

1.2.2 Wrazliwo$é wartosci wlasnych

Dalej bedziemy juz zakltadaé, ze macierz A jest diagonalizowalna, czyli ze jej postaé¢ Jordana
jest macierza diagonalna. Wtedy mamy nastepujace oszacowanie Bauera-Fike’a.

Twierdzenie 1.2. Niech A € C™" bedzie macierzq diagonalizowalng o wartoSciach wlasnych
Ak, 1<k <n,
A=VxsAxV L

Niech dalej p bedzie dowolnag wartoscia wlasna macierzy ‘sasiedniej” A+ E. Wiedy

: < E.
Jmin [A —pf < cond(V) - [ E|

gdzie cond(V) = V|| - [V~ oraz || - || jest norma macierzy indukowanag przez dowolng norme

p-tq wektora.

Dowdd. Zatézmy bez zmniejszenia ogélnosci, ze p jest rozne od kazdej wartosci wlasnej Ag.
Niech Z bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym wartoéci wlasnej u macierzy A+ E. Wtedy

Vix(A+V I Ex V)« V2 = px i (1.1)
Oznaczajac § = V! « 7 # 0 mamy dalej
A—pxD)x§ = -V IxExVxy, (1.2)
czyli
7 < ATV HHIVIIE -
Poniewaz A~! = diag((A — p) 7%, ..., (\n — ) ~1) to ostatecznie

in |Ap —p| < d E.
min v = u| < cond(V) | 2]
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Dla macierzy diagonalizowalnych zaburzenia wartosci wlasnych sa wiec lipschitzowsks funkcja
zaburzen macierzy, przy czym stala Lipschitza wynosi cond(V).

Podane oszacowanie jest globalne dla wszystkich wartosci wlasnych. Zaburzenia macierzy A
moga jednak w rézny sposob przenosic¢ sie na zaburzenia réznych wartosci wlasnych. Od czego
to zalezy? Tak jak w dowodzie twierdzenia Bauera-Fike’a, niech

(A+E)xZ = pxz, |Z)|3 =2 « 7= 1.

Biorac jedynie i-ta wspélrzedna po obu stronach réwnania (1.2) dostajemy

N—p)xz2Hsi = -2« Exz, (1.3)
gdzie Z; jest znormalizowang i-ta kolumna macierzy

(VO = [, B, ..., 10,
tzn. Z; = W; /||Will2. W szczegdlnosci, ||Zi||e = 1 oraz
Z; L span(vy, ..., Ui—1, Uig1y...,Upn)

(ortogonalno$é ze wzgledu na zwykly iloczyn skalarny). Stad, jesli Z; i # nie sa ortogonalne to

1]
AN —p € = ——.
ST

Dla ustalenia uwagi zal6zmy teraz, ze minimum w twierdzeniu 1.2 jest osiagane dla k = 1, a
podprzestrzenia wlasna warto$ci wlasnej A\; jest

V = span{ty, Vs, ..., s},

gdzie wektory wlasne 7, ..., Us tworza baze ortonormalna w V. Jesli wektor Z jest ‘dostatecznie
blisko’ podprzestrzeni wlasnej V (co, jak pokazemy w nastepnym podrozdziale, jest prawda dla
dostatecznie malego zaburzenia E) to |A\; — p| mozna w przyblizeniu oszacowaé z gory przez
maksymalna warto$¢ wyrazenia

1E]]

maxii<s |21 * 7]

po wszystkich 77 € V takich, ze |||z = 1. Niech wiec 4 = >.7_; a;*¥; € V, przy czym > 5, |a;|? =
1. Wobec tego, ze dla kazdego i mamy

ZH

i

*37 = a; *Z_‘IH *’UZ = ai/HwiHZa

~1/2
interesujace nas ‘max’ jest najmniejsze gdy a; = ||w;||2 ( i1 ||ij2) / . Stad dostajemy

s 1/2
A —pl £ (Z IIwiH%) £ (1B — 0%).
i=1

Poniewaz |w;|| = 1/(ZH % ;) oraz Z; jest ortogonalny do span{v; : j # i}, otrzymana
nieréwnos¢ sugeruje, ze wartos¢ wiasna A\; moze byé bardzo wrazliwa na zaburzenia macie-
rzy gdy odpowiadajaca jej podprzestrzen wlasna span{vi,...,7s} jest ‘prawie ortogonalna’ do
span{@si1, ..., 0, } . Dobrze ilustruje to nastepujacy przyklad.
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Przyk?ad 1.2. Rozpatrzmy macierz

2 —1/5
=[]

gdzie § > 0 jest ‘male’. Wartosci wlasne A wynosza 1 i 2, natomiast wektory wtasne [1,0]7 i
[1,6]7 sa prawie liniowo zalezne. Zaburzajac macierz przez dodanie ¢ = —24 do wyrazu w lewym
dolnym rogu dostajemy macierz o warto$ciach wlasnych 0 i 3, a odpowiadajace im wektory
wtlasne wynosza [1,26]7 i [1, —26]7. Dodajmy, ze w tym przypadku cond(V') jest proporcjonalne
do 1/6.

1.2.3 Wrazliwosé¢é wektor6éw wlasnych

Przez zaburzenie wektora wlasnego bedziemy rozumieé odleglosé wektora & od podprzestrzeni
wlasnej V, tzn.
dist(#,V) := min{ || £ —V]2: T€V},

albo, rownowaznie, dltugo$é rzutu ortogonalnego PT wektora & na podprzestrzen
1 > >
V= = span(Zs41,.-.,2n)-

Pokazemy, ze podobnie jak przypadku wartosci wlasnych, zaburzenie wektoréw wlasnych jest
lipszitzowska funkcja || E||. W tym celu, wybierzmy w V+ dowolna baze ortonormalna

Y = [Us+1,- -, Un) € TP,
Niech Bff € C"~%"~% bedzie macierza przejicia z bazy Z = [Zs11,..., 2] do Y,
Y = Zx BT,

Wtedy
|PZ||2 = ||[YT « PZ||y = |B* Z¥ x Pi|s.

Wobec réwnosci (1.3) mamy
zH « Pz = —diag <(/\s+1 —u) (- u)fl) « B ls Y« Ex .
Poniewaz na podstawie twierdzenia Bauera-Fike’a mamy
(A=l = A=A = (A= pf > A = A| = cond(V) - | E],
otrzymujemy nastepujaca przyblizona nieréwnosé

B2l B~"l2

mins+1<i<n [Ai — A1

dist(Z,V) = | P2 S

S 1] (IE] — 07). (1.4)
Uwaga. W przyktadzie 1.2 istotnemu zaburzeniu ulegly wartoéci wlasne, natomiast wektory
wlasne nie. Jest to zrozumiale w $wietle ostatniego wyniku. W przypadku macierzy 2 x 2 mamy
bowiem B =1 € Cl! i w konsekwencji wrazliwo$é¢ wektoréw wlasnych zalezy tylko od réznicy

A1 — A2l

Ponizszy przyklad dla macierzy symetrycznej (!) pokazuje jak wazne dla wrazliwosci wektoréw
wtasnych jest odseparowanie réznych wartosci wtasnych.
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Przyk?ad 1.3. Wartosciami wtasnymi macierzy symetrycznej

A:

14+ O
0 1

sa (14+¢) 11, a odpowiadajaca baza wektor6w wlasnych to €; i €. Dla macierzy zaburzonej na
poziomie ¢ (czyli réznicy wartosci wlasnych),
-1 1
1 0]

wartodciami wlasnymi sa (1 +¢) i (1 —€), a baze wektoréw wlasnych tworza € + €5 i € — é.
Baza wektoréw wlasnych zostala obrécona o mozliwie maksymalny kat /4.

14+ O

0 1 + e x

A+E:l

1.3 Teoria zaburzen dla macierzy symetrycznych

W tej czedci bedziemy zakladaé, ze macierz jest rzeczywista i symetryczna,
A=A" e R™™

Poniewaz elementy a; ; i a;; macierzy A sa w praktycznych obliczeniach reprezentowane przez
ta sama zmienna, zasadne jest zalozenie, ze macierz zaburzona A+ F jest réwniez symetryczna,
E=ET e R"™

1.3.1 Wrazliwos¢é wartosci wtasnych

Przypomnijmy twierdzenie 1.1, ktére méwi, ze dla macierzy symetrycznej istnieje baza ortonor-
malna @ jej wektoréw wlasnych. Poniewaz dla macierzy ortogonanych mamy [|Q]|2 = 1,

conda(Q) = [|Q[2Q" |2 = 1.

To za$, razem z twierdzeniem 1.2 implikuje, ze kazda watosé wlasna p macierzy sasiedniej A+ FE
spelnia nieréwnosé
in |\ —pl < ||E|s.
min A —pl < [IE]:2
Mozemy jednak pokazaé duzo wiecej. Zachodzi bowiem nastepujace twierdzenie Weyla.

Twierdzenie 1.3. Niech \y > Mo > --- > A\, beda warto$ciami wlasnymi macierzy A =
AT € R a g > po > -+ > pp wartosciami wlasnymi macierzy sasiedniej A + E, gdzie
E = ET ¢ R™™. Wtedy dla wszystkich 1 < k < n mamy

Ae — pr| < [|E]2.

Dowdéd twierdzenia opiera sie na nastepujacej pozytecznej nieréwnosci.

Lemat 1.1. Dia dowolnej rzeczywistej macierzy symetrycznej A mamy

7T xAx7T . T« Ax 7
max min =T .= Ak = min max T aT .= (15)
dim(V)=k O£zey T~ *T dim(W)=n—k+1 G£gewy T* * T
przy czym odpowiednie maksimum i minimum osiggane sq dla V* = span(vk, k41, ..., Un) 0r0Z

W* = span(vy, o, . . ., Uk).



10/52 © I Nazwiskol, I.Nazwisko?2, Uniwersytet Warszawski, 2012.

Dowdéd. Niech V i W beda dowolnymi podprzestrzeniami o wskazanych wymiarach. Poniewaz
suma wymiaréw wynosi n + 1 to istnieje wektor niezerowy 2 € ¥V N W. W konsekwencji
ZT x Ax ¥ T Ax 7 Zl s« Ax 7

< max
= S T3S >SN = =
Grzey L1 %X 7T x 7 Gtgew XL T

Biorac maximum po V i minimum po W dostajemy, ze w (1.5) lewa strona nie jest wieksza od
prawej. Aby pokaza¢ odwrotna nieréwnosé, zauwazmy, ze dla V* i W* mamy odpowiednio

- - 2
o T x Az ) 2 jsk A5
ﬂmln T o7 . = > R min ~— 2 = )\k;,
Opzevs BT xE T O£ agen; 2k 0F

— — 2
gh«Axy > i<k U7

_ max 7= S _ _nax =Lt = A
OAgew Y' *y O£, o bty 2j<k b

O]

Dla dowodu twierdzenia 1.3 zastosujemy lemat 1.5 najpierw do macierzy A + E, a potem do
macierzy A = (A + E) — E. Otrzymujemy odpowiednio

FTx(A+E)* 7

B = min max

dim(W)=n—k+1 Gjew ZT x 7
] TTx Ax &
< min max T o7 . = + HEHQ
dim(W)=n—k+1 (£gew T° *ZT
= A + ||E||2’

oraz podobnie nieréwnos$¢ odwrotna A\ < pg + ||El2, czyli ostatecznie

Ak = el < [ E2-

Zanotujmy jeszcze, ze wielko$é

znana jest pod nazwa ilorazu Rayleigh’a.

1.3.2 Wrazliwosé wektorow wlasnych

Niech Vi, C R" bedzie podprzestrzenia wlasna odpowiadajaca wartosci wlasnej \p macierzy A,
a Tj wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej pp macierzy sasiedniej A+ E. Niech
dalej 05 bedzie katem pomiedzy Iy i podprzestrzenia V. Wtedy

| E]l2
miny 2y, | Ak — A

sinf, < (1E|l2 — 0T).
Rzeczywiscie, to wynika bezposrednio z twierdzenia 1.3, nieréwnoéci (1.4) oraz faktu, ze macierz
B w (1.4) jest identycznoscia. Pokazemy teraz nieréwnosé dokladna.

Twierdzenie 1.4.
1E]]2

Hlin)\ﬁ,g)\k ’)\k — A]‘

1
—sin260;, <
2SlIl k
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Dowdd. Dla ustalenia uwagi zatézmy, ze k = 1 oraz odpowiednia podprzestrzen witasna V; =
span(ty, ..., Us). Przedstawmy wektor wlasny Z1, ||Z]|2 = 1, w jednoznaczny sposéb w postaci

gdzie T € Vi id e Vi,

Mozemy tez zalozy¢, bez straty ogdlnosci, ze cf;é 0i7 ¢ Vi, tzn. 0 < 0 < 7/2.
Przeksztalcajac réwnanie (A + E) « (T + d) = pq * (7 + d) dostajemy

= A-MxD)xd = (11— M) *xI - E)*(0+d).

Poniewaz kazdy z wektoréw o; dla 1 < i < s nalezy do jadra macierzy symetrycznej A — Ay % [
to wektor (A — A; * I) x d jest ortogonalny do V; i tym samym mozemy zapisaé

n

== Z aj*’U]'.

j=s+1

8y

Mamy dalej

(A=A xD)sxd = (A=A =) * (Z b; *vj> = Z (Aj — A1)bj * 7,

Jj=s+1

a Sta,d aj; = (Aj — )\1)bj i

1/2
7 - i 121
j 2
) = | < — :
Il <]Z (A = >\1)2) T minggicn A — M

7 kolei z réwnosci 77 % ((un — \) * I — E) % (T + d) = 0 dostajemy

-

(1 = M) 713 = 07+ B x (3 + d),

skad
- 1 A, =T - R - R Lo = o7 -3
Z s+ d)* 0" * Ex (U +d)—Ex(U+d) = (550 +d) 0" —1)xEx*(0+d).
G 1712
Gdybyémy teraz wiedzieli, ze
1 = 1
’ s(@+d) o7 —1I|| = = (1.6)
19113 LCLE
to mogliby$smy napisaé¢
o 15+ dJj3 _ &l
122 < =21 Ell2 = 7=
17]]2 7l
i ostatecznie
1 : A 1212172 1E]l2
—sin20; = sinfycosb; = ||d||2]|V]]ls < — < — )
2 ! ! 1= [zl mins41<j<n [Aj — Al ming1¢j<n [Aj = Al
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Pozostaje wiec do pokazania réwnosé (1.6). W tym celu, wezmy § = a x /|52 + 8 * h, gdzie
Ihlls =1, h LTi[|§]s = (e + *)Y2 = 1. Wtedy

T4 d)x 5T axd -
OO T g 5= gk
1113 1112
Dla danych « i 8, wektor po prawej stronie ma najwieksza norme gdy h= :I:d7 ||cf||2, przy czym
bierzemy plus wtedy i tylko wtedy gdy « i 8 maja rézne znaki. Dlatego poszukiwana norma
Wynosi

Zamieniajac zmienne na o = cos¢, # = sin¢ latwo dostajemy, ze optymalne ¢ € (0,7/2)
spelnia sin ¢ = ||d||2, cos ¢ = ||9]|2, a stad dostajemy wynik

1]l

15]]2

I3+ a3 _ 1
GP L

2 + [|7]]2 =
O

Pokazaliémy, ze wektory wlasne sa malo wrazliwe na zaburzenia macierzy o ile wartosci wtasne sa
odseparowane od siebie na poziomie duzo wiekszym niz || E||2. W szczegdlnodcei, jesli dodatkowo
Ai # Aj, 1 # j, to mamy jednolite oszacowanie

1£]l2
mingz; |A; — Ajl

1
3 sin 20, <

Przypomnijmy jeszcze przyktad 1.3 pokazujacy, ze warunek odseparowania wartoéci wlasnych
jest konieczny.



Rozdziat 2

Zagadnienie wlasne II

Kolejne dwa wyktady poswiecimy konkretnym metodom numerycznym rozwiazywania zagad-
nienia wlasnego.

2.1 Uwagi wstepne

Poniewaz wartosci wlasne macierzy A sa zerami jej wielomianu charakterystycznego, narzu-
cajaca sie metoda poszukiwania wartosci wlasnych polegataby na wyliczeniu wspotczynnikow
tego wielomianu, na przyktad w bazie potegowej, a nastepnie na zastosowaniu jednej ze zna-
nych metod znajdowania zer wielomianu. Dla wielomianéw o wspdlczynnikach rzeczywistych
mogtaby to byé np. metoda bisekcji, metoda Newtona (siecznych), albo pewna kombinacja obu
method. Nalezy jednak przestrzec przed dokladnie takim postepowaniem. Rzecz w tym, ze zera
wielomianu moga by¢ bardzo wrazliwe na zaburzenia jego wspétczynnikéwi. Dobrze ilustruje to
nastepujacy przyktad.

Przyk?ad 2.1. Zal6zmy, ze A jest macierza symetryczng formatu 20 x 20 o wartosciach wta-

snych 1,2, ...,20. Zapisujac wielomian charakterystyczny w postaci potegowej mamy
20 20
det(A—A=I) = [[T(\—k) = D wpAk.
k=1 k=0

Okazuje sie, ze zaburzenie wsp6lczynnika w9 moga powodowaé 1010 razy wieksze zaburzenie
wartosci wlasnej A\jg = 16.

Nie znaczy to oczywiscie, ze metody bazujace na obliczaniu wielomianu charakterystycznego,
czy jego pochodnych trzeba z gruntu odrzucié¢. Trzeba tylko pamietaé, aby przy obliczeniach
korzysta¢ bezposrednio ze wspdtczynnikéw a; ; macierzy A, poniewaz, jak wiemy z poprzedniego
rozdziatu, zadanie jest ze wzgledu na te wspotczynniki dobrze uwarunkowane.

7 drugiej strony zauwazmy, ze policzenie wyznacznika macierzy pelnej wprost z definicji jest
raczej kosztowne. Dlatego w praktyce metody wyznacznikowe sa zwykle poprzedzone prekom-
putingiem polegajacym na sprowadzeniu macierzy przez podobienistwa ortogonalne do prostszej
postaci, z ktérej wyznacznik mozna juz obliczy¢ duzo tanszym kosztem niz dla macierzy pelnej.
Tego typu precomputing ma réwniez zastosowanie w innych metodach, w ktérym np. trzeba
wykonywaé mnozenie macierzy przez wektor.

Jedna z takich wygodnych postaci macierzy jest posta¢ Hessenberga, a dla macierzy hermitow-
skich postac¢ tréjdiagonalna.

13
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2.1.1 Sprowadzanie macierzy do postaci Hessenberga

Macierz A = (a; ;) € C™" jest postaci Hessenberga (“prawie” tréjkatna gérna) jesli wszystkie
wyrazy a;; dla i > j + 2 sa zerami, tzn.

ai1 a2 o Glp-1 Ain

a1 G232 -+ G2p,-1 G2

A = 0 azp -+ agp-—1 azn
0 0 ctt QGpp—1 Gnpp

Oczywiécie, jesli macierz jest hermitowska, A = A to postaé Hessenberga jest réwnowazna
postaci tréjdiagonalnej

C1 b2 0 0
52 ca by --- 0

A=1|0 b3 ¢ -+ 0 |, (2.1)
0o 0 - - cp

Aby dana macierz A sprowadzi¢ do postaci Hessenberga przez podobienstwa ortogonalne (a
wiec nie zmieniajac wartosci wlasnych), mozemy zastosowaé¢ znane nam odbicia Householdera.
Przypomnijmy, ze dla dowolnego niezerowego wektora @ € C" istnieje macierz ortogonalna
(odbicie Householdera) P = PH = P~=1 € C™" postaci P = I — 2 x @ x @/, gdzie ||i]]2 = 1,
ktora przeksztalca @ na kierunek pierwszego wersora, tzn. P x d = £ % €1, |[¢| = ||d]|2. (Odbicia
Householdera zostaly dokladnie przedstawione na wyktadzie Analiza Numeryczna I.)

Niech A = (a;;) € C™" bedzie dowolna macierza. Algorytm konstruuje najpierw odbicie P; €

cn—1n-1 dla wektora [a21,a31,... ,aml]T, a nastepnie biorac macierz
~ 1 0
P - — € Cnﬂl
! [ 0T P ]

oblicza A = Py x A % ﬁlH Latwo zobaczy¢, ze wtedy elementy (i,1) dla ¢ = 3,4,...,n w
macierzy AM) sg réwne zeru.

Postepujac indukeyjnie zalézmy, ze dostaliémy juz macierz A®) = (ag?), 1 <k <n-3, wktérej
(k)

elementy a; 7 dlai > j+2,1 < j < k, sa wyzerowane. W kroku (k41)-szym algorytm konstruuje
odbicie P41 € C"*"=F dla wektora [aé@Q s aflkl)Hl]T, a nastepnie biorac macierz

D _ ]k 0 n,n

Pk+1_[0T Pk+1]€C
oblicza AK+1) = ]3k+1 *A(k)*ﬁﬁl. Wtedy wszystkie elementy al(-ﬁﬂ) dlai > j+2,1<j<k+1,
sa zerami. Po (n — 2) krokach otrzymana macierz A = A1 jest postaci Hessenberga.

Jasne jest, ze jesli A = AH to opisany algorytm prowadzi do macierzy tréjdiagonalnej, A= AH
(Obliczenia mozna wtedy w kazdym kroku wykonywaé jedynie na gtéwnej diagonali i pod nia.)

2.2 Metoda Hymana

Przy pomocy metody Hymana mozemy w zreczny sposob obliczy¢ wartoéci i pochodne wielo-
mianu charakterystycznego det(A — A x I) dla macierzy Hessenberga A = (a;;) € C™". Bez
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zmniejszenia ogélnosci bedziemy zakladaé, ze wszystkie elementy a;1,; # 0. W przeciwnym
przypadku wyznacznik mozna obliczy¢ jako iloczyn wyznacznikéw macierzy Hessenberga niz-
szych rzedow.

Metoda Hymana polega na dodaniu do pierwszego wiersza macierzy A — A x I wiersza i-tego

pomnozonego przez pewien wspolczynnik ¢; = ¢;(A), dla i = 2,3,...,n tak, aby wyzerowaé
elementy (1,i) dla¢=1,2,...,n — 1. Poniewaz
a1 — A a2 cee A1t a1n
a1 A2 — A - A2p—1 asp
A—Ax] = 0 ag,2 St a3 p—1 ag.n ,
0 0 o App—1 Gpgp — A

mamy nastepujace rOwnania na ¢;:

(@10 —A) + a12¢2 = 0,
a1 + a21q2 + -+ ai—1,iGi—1 + (@i — N)@ + air1i¢41 = 0, (2.2)

dla ¢ = 2,3,...,n — 1. Stad, definiujac dodatkowo q; = 1, dostajemy nastepujace réwnania
rekurencyjne:

—(a11 = A)
A = 1=
() az,1
— (a1, ctai—1gi- ii — A
() = (a1iq1 + -+ + @i14gi-1 + (aii — \)ai)

Qi1

Po opisanym przeksztalceniu macierzy A — A x I zmieni sie jedynie jej pierwszy wiersz; wyrazy
a1, 1 <4< n—1, zostana wyzerowane, a a1, zostanie przeksztatlcony do

1 = G10q1 + -+ Gn10Gn—1 + (Gnn — A)n.
Rozwijajac wyznacznik wzgledem (przeksztalconego) pierwszego wiersza otrzymujemy
det(A—A*1) = (—1)"Magqas2- - ann-1(a10q1 + -+ + aGn1,0Gn-1 + (@nn — N)gn) »
a stad zera wielomianu charakterystycznego sa rowne zerom wielomianu

Qn+1()\) = — (al,nq1 +---+ An—1,n4n—1 + (an,n - )\)Qn) .

Oczywiscie, wartosci gn+1(A) mozna obliczaé stosujac wzory rekurencyjne (2.2) przedluzajac je
0 i = n, przy dodatkowym formalnym podstawieniu an41,, = 1.

Aby méc zastowoaé netode Newtona (stycznych) do znalezienia zer wielomianu ¢,41 potrze-
bujemy réwniez wiedzie¢ jak obliczaé¢ jego pochodne. To tez nie jest problem, bo rekurencyjne
wzory na pochodne mozna uzyskaé¢ po prostu rézniczkujac wzory (2.2). Dodajmy, ze koszt
obliczenia wartosci ¢,41()) i ¢, 1()) jest proporjonalny do n?, co jest istotnym zyskiem w po-
réwnaniu z kosztem n? obliczania wyznacznika pelnej macierzy za pomoca faktoryzacji metoda
eliminacji Gaussa.

Formuly na obliczanie wyznacznika det(A — A * I) i jego pochodnych uproszczaja sie jeszcze
bardziej gdy macierz A jest dodatkowo hermitowska, czyli jest macierza tréjdiagonalng postaci
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(2.1). Wtedy, stosujac zwykle rozumowanie rekurencyjne, tatwo sie przekonaé, ze kolejne minory
gléwne (czyli wyznaczniki macierzy katowych) spelniaja zaleznosci

po(A) = 1, pi(A) = c1 = A,
pl()\) = (Ci — )\)pi—l()\) - ‘bi’2pi_2()\) dla 7= 2, 3, o, n.

Rézniczkujac otrzymane wzory otrzymujemy formuty na pochodne kolejnych minoréw po A.
Wartosci wielomianu det(A — A*I) = p,(\) oraz jego pochodnych mozna wiec obliczaé kosztem
liniowym w n.

Sprawe konkretnej implementacji metod iteracyjnych bisekeji i/lub Newtona do wyznaczenia
zer wielomianu det(A — A\ % I) tutaj pomijamy. Ograniczymy sie jedynie do stwierdzenia, ze nie
jest to rzecz caltkiem trywialna.

2.3 Metoda potegowa

2.3.1 Definicja metody

Metoda potegowa zdefiniowana jest w nastepujacy prosty sposéb. Rozpoczynajac od dowolnego
wektora ¥y € C™ o normie ||Zg||2 = 1 obliczamy kolejno dla k =0,1,2,...

4 4 S Uk
Uk = Ax Ty, Th+1 = = -
(oAl

Roéwnowaznie mozemy napisaé
Ak * fo
k= Tar =11 °
|| A% Zo||2

Wektory ), stanowia kolejne przyblizenia wektora wtasnego. Odpowiadajaca mu wartos¢ wlasna

Z

przyblizamy wzorem
N = f,f*A*:fk = f,f*gjk
2.3.2 Analiza zbieznosci

Analize metody potegowej przeprowadzimy przy zalozeniu, ze macierz A jest diagonalizowalna.
Oznaczmy przez j;, 1 < i < s, rézne wartosci wlasne macierzy A, a przez V; odpowiadajace im
podprzestrzenie wlasne,

VieVed---@Vs = C" (2.3)

Zatozymy, ze p; jest dominujaca wartodcia wlasna oraz
| > [p2| > - > fusl.

Przedstawmy Z( jednoznacznie w postaci
S
fo= 34
=1
gdzie v; € V;. Dla uproszczenia, bedziemy zakladac, ze kazda ze sktadowych

v # 0.
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Podkresdlmy, ze nie jest to zalozenie ograniczajace, bo w przeciwnym przypadku sktadowe zerowe
po prostu ignorujemy w ponizszej analizie zbieznosci. Poza tym, jesli wektor poczatkowy jest
wybrany losowo, to teoretyczne prawdopodobienstwo takiego zdarzenia jest zerowe. Co wiecej,
nawet jesli jedna ze skladowych znika to wskutek bledéw zaokraglen w procesie obliczeniowym
skladowa ta w wektorze 1 bedzie z pewnoscia niezerowa. (Mamy tu do czynienia z ciekawym
zjawiskiem, kiedy btedy zaokraglen pomagaja!)

Prosty rachunek pokazuje, ze

s s s k
- - - - Ky -
Ak*x():ZAk*vj:Z,u?*vj:u]f Ul—i-Z(]) * U
j=1 j=1 j=2
Poniewaz kazdy z ilorazéw pj;/pui < 1 to &) zbiega do wektora wilasnego v1/||v1]|2, a nx do
dominujacej wartosci wlasnej 1. Przyjrzyjmy sie od czego zalezy szybko$é¢ zbieznosci.

Odlegtosé dist(Zx, V1) wektora Ty od podprzestrzeni V; mozna oszacowaé z gory przez odleglosé
Ty, od span(?)), ktéra z kolei jest réwna diugosci rzutu P Ty tego wektora na podprzestrzen
ortogonalna do vy,

SH =
*
Pli"k = fk - 1)1__\732:’{*’(_)’1
19112
Oznaczajac
s " k
Oy = 171+Z<J> *17j
j=2 241 9
mamy limy_, O = ||01]|2 oraz
PE = & 51+§s:<“j>k*a — 132 +Z(“J> e i | e 0L
B 2 ) 0 : RS AT
1 [ (uj>’f L iftxu
= — = % (U — == %1
(&) 7 Tmn
k SH =
; 1
~ () (_) (k= o0).
p /) 17ll 15113

Biorac norme i stosujac nieréwnos¢ tréjkata dostajemy

ko l1v2]l2

dist(Zy, V1) = [PiZll S 2-p7 - 3= (k — o00),
[[71]]2
gdzie
p1 = M < 1.
[

Zbieznosé jest wiec liniowa z ilorazem p;.

Zobaczmy teraz jak bardzo n; rézni sie od p;. Mamy

_  =H - —»H MJ —H . 2 Hj ot SH | -
N = Tj *AxTg @ +Z * U * vl—i—z * Uy * U
S

1 = e -
- (e 1|rz+2(’”‘f) (H+ZH)+
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Stad wynika, ze blad |u; — | zalezy od iloczynéw skalarnych UjH * U1 oraz od stosunkow

]

Doktadniej, niech

l = min{2<j<s: 17]H*1717é0}

albo ¢ = s+ 1 jesli powyzszy zbiér jest pusty. Jesli teraz £ = s + 1 albo mamy jednoczesnie
2< < sip<p?to

okl |[T2]2
! |71 |2

i zbieznoéé jest liniowa z ilorazem p?. Jedli za$ 2 < £ < sipy > p? to

I — el S lal-p

E [72]]2
171l

’Ml —77k| é \Ml\ P

i zbieznoéé jest liniowa z ilorazem p;. W szczegdlnosei, jedli 47 v # 0 to zbiezoéé jest z ilorazem
P1-

Dla macierzy rzeczywistych i symetrycznych mozemy stosunkowo latwo pokazaé¢ dokladne nie-
rownosci na blad metody potegowe;j.

Twierdzenie 2.1. Zaldimy, e macierz A = AT € R™™. Niech v, bedzie katem pomiedzy
wektorem k-tego przybliZenia Ty, otrzymanego metodq potegowa i podprzestrzeniq wiasng Vi od-
powiadajaca dominujacej wartosci wlasnej py. Wtedy

tgve < p1-t8vk—1
oraz

— < o ain? )
[ — k| < 212]&%(8“11 ] - sin®

Dowdd. Poniewaz macierz jest symetryczna, podprzestrzenie wlasne V; zdefiniowane w (2.3) sa
parami ortogonalne. Dlatego

ko
) LA U+ Yjea [t * )
T = — = .
HAk *330”2 . 12k
130 + 5 [ )13

Tangens kata ~ jest réwny stosunkowi dlugosci skladowej wektora Zp w podprzestrzeni Vo B
-+ @ Vs do dlugosci sktadowej tego wektora w podprzestrzeni V. Mamy wiec

. 1/2

tg = (D

j=2

Hj

M1

Hj
M1

2195113 < max
7113 2<5<s

g Vk—1-

Aby pokaza¢ pozostata czes¢ twierdzenia, przedstawmy Ty w postaci Ty = 377 7, gdzie Zj €
V. Weedy 3o (153 = 73 = 1 oraz

S S
s« Ax @y = Zuj 12113 = p1 + Z(Nj — m) 14113,
=t =2

a stad

S
7.2 _— 1. ain2
i = m] < max |u1 = 'jz:;HZjHQ = max |u1 = pyl - sin® .
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Przypomnijmy, ze siny, < tgye przy czym mamy asymptotyczna rownosé gdy v — 0. Z
twierdzenia 2.1 wynika wiec, ze

tgye < pftgro,  oraz  un — e < piF e max [u — pl - tg .

Metoda potegowa nie oplaca sie gdy wymiar n nie jest duzy, albo macierz A jest petna. Inaczej
jest, gdy n jest “wielkie”, np. rzedu co najmniej kilkuset, a macierz A jest rozrzedzona, tzn.
ma jedynie proporcjonalnie do n elementéw niezerowych. Z taka sytuacja mamy do czynienia,
gdy np. macierz jest pieciodiagonalna. Wtedy istotne dla metody mnozenie A * £ mozna wy-
kona¢ kosztem proporcjonalnym do n i poswiecajac tyle samo pamieci (wyrazy zerowe mozna
zignorowac).

2.4 Modyfikacje metody potegowej

Metoda potegowa pozwala wyznaczy¢ najwieksza co do modutu wartosé¢ wlasna i odpowiadajacy
jej wektor wlasny. Naturalne jest teraz pytanie o to jak postepowaé, aby znalezé inne pary
wlasne.

Jedli macierz jest hermitowska, A = AH oraz znalezliémy wektor wlasny #; odpowiadajacy
wartosci wlasnej p1, to mozemy ponowié¢ proces metody potegowej startujac z wektora zy pro-
stopadtego do 7, tzn.

o= i (0 <)

To = 75— Ui=w— U1 % (U w

15l ! ’

gdzie @ # 0 jest wybrany losowo. Przy idealnej realizacji procesu konstruowany ciag {Z}
nalezalby do podprzestrzeni prostopadlej do #;. W obecnoéci bledéow zaokraglen nalezaloby to
wymusi¢ poprzez reortogonalizacje,

Tr = T — 01 * (T % ),

wykonywana np. co kilka krokéw. Jesli dim(V;) > 1 to proces zbiega do wektora w V;. W
ten sposéb otrzymujemy dwa wektory ortogonalne w Vi, a postepujac podobnie dalej, baze
ortogonalng podprzestrzeni wlasnej V. Jesli za$ dim(V;) = 1 to proces zbiega do wektora
wlasnego w Vs.

Inna metoda znajdowania pozostalych par wlasnych, zwana odwrotng metodaq potegowaq albo
metoda Wielandta, polega na zastosowaniu (prostej) metody potegowej do macierzy (A—o*I)~1.
Doktadniej, startujac z przyblizenia poczatkowego ¥y o jednostkowej normie drugiej obliczamy
kolejno dla k =0,1,2,...
Y = (A—O’*I)_l*.’i"k, Tyl = gik,
15k |2

oraz ny = f,f x A * Tp,.

Od razu nasuwaja sie dwie uwagi. Po pierwsze, iteracja odwrotna ma sens tylko wtedy gdy
parametr o jest tak dobrany, ze macierz A—o 1 jest nieosobliwa, co jest réwnowazne warunkowi
o # p; dla wszystkich i. Po drugie, w realizacji numerycznej, dla znalezienia wektora ¢ nie
odwracamy macierzy (A — o I), ale rozwiazujemy uklad réwnan (A — o % I) % § = &y, co czyni
metode tak samo kosztowna co iteracja prosta.
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Analiza iteracji odwrotnych przebiega podobnie do analizy iteracji prostych dla macierzy (A —
o * I)~1. Nietrudno zauwazy¢, ze macierz ta ma te same wektory wlasne co A, a jej wartosci
wilasne wynosza

() _ 1 1<i<
W= , <1< s
Wi — 0

(To wynika bezposrednio z réwnosci (A + o * I) x 0; = (u; + o) % U;.) Dlatego iteracje odwrotne
zbiegaja do wektora wiasnego odpowiadajacego wartosci wlasnej p;+ takiej, ze

e — 0| = min |u; —al,

przy czym szybkoéé zbieznoéci zalezy teraz od

p(p) — i — 0|
J mlnz#* ’/,{/Z — U|

(a nie od pj = |pj41]/|pe1], jak w iteracji prostej).

Niewatpliwa zalety odwrotnej metody potegowej jest to, ze zbiega do wartosci wlasnej naj-
blizszej o, przy czym im o blizsze u;+ tym lepiej. Metoda jest wiec szczegdlnie efektywna w
przypadku gdy znamy dobre przyblizenia warto$ci wlasnych macierzy A. Niestety, taka infor-
macja nie zawsze jest dana wprost.



Rozdziat 3

Zagadnienie wlasne III

Metode potegowa mozna traktowaé jako iteracje podprzestrzeni jednowymiarowej startujace
ze span(Zp). Naturalnym uogdélnieniem tego procesu sa iteracje podprzestrzeni o wyzszych wy-
miarach. Wlaénie iteracje podprzestrzeni sa punktem wyjscia konstrukcji obecnie najpopular-
niejszego algorytmu @R, ktorego zadaniem jest obliczenie jednocze$nie wszystkich wartosci
wtasnych.

Chociaz metody prezentowane w tym rozdziale moga by¢ stosowane w wiekszej ogdlnosci, dla
uproszczenia bedziemy zakladaé, ze macierz A jest nieosobliwa, rzeczywista i symetryczna, tzn.

A = AT € R i det(A) # 0. Przypomnijmy, ze wtedy istnieje baza ortonormalna {{:}f:l
wektoréw wlasnych macierzy,

A*f_;:)\i*f_;, 1<1<n.
Bedziemy réwniez zakladac, ze wartoéci wlasne sa uporzadkowane tak, ze

|/\1’ > |)\2| =2 ’/\n‘ > 0.

3.1 Iteracje podprzestrzeni

3.1.1 Algorytm ogdlny

Niech 1 < p < n — 1 oraz )y C R" bedzie podprzestrzenia o wymiarze p. Dla k = 1,2,3, ...
rozpatrzmy nastepujace iteracje:

Vi = A(yk_l) = {A*f Z€E Ve 1 }

Oczywiscie, wobec nieosobliwo$ci A wszystkie podprzestrzenie Vi maja tez wymiar p. Pokazemy,
ze przy pewnych niekrepujacych zalozeniach ciag podprzestrzeni ), zbiega do podprzestrzeni
wlasnej

P(p) = Span(§17 627 e 75]))7
przy czym przez “zbiezno$¢” rozumiemy tu zbieznosé do zera kata pomiedzy tymi podprzestrze-
niami.
Przypomnijmy, ze kat pomiedzy dwiema podprzestrzeniami ), Z C R" definiujemy jako

Z(Vk, PP)) := max min £(7, 2).
eV zeP®)

(Jako ¢éwiczenie mozna wykazaé, ze jesli dim()) = dim(Z) to (Y, Z) = 4(Z,)).)

21
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Twierdzenie 3.1. Niech

Pp = ‘)|\§\+|1’ <1 oraz = 4(yk,7>(1’>), k=0,1,2,....
D

Jesli vo < /2 to
tg v < pptg k-1 < Pl - t8 0.

Dowdd. Niech i bedzie wektorem speiajacym Z(7, P®)) < /2. Wtedy

n
g=>_u, ¥; € span(§;), 1<i<mn,
i=1

gdzie nie wszystkie U; dla 1 < i < p, sa sa zerowe, oraz A x y =Y " | A\j¥U;. Stad

Z?:p-i—l ||ﬁl||%
i 1513

?:p+1 |)\z‘2||171||% ’)‘p—kl’
g = :
P INilPl3 Al

tg Z(Ax i, PP)) —J = pp - tg Z(7, PPp). (3.1)

Jesli teraz yi11 = 4(37k+1,7><p)) dla §k11 € Viy1 oraz g1 = A * gy to z (3.1) wynika, ze

tg7k+1 < pp . tg4<gk77)(p)) < pp : tg’Ylm

co konczy dowodd. O

3.1.2 Iteracje ortogonalne

W praktyce, iteracje podprzestrzeni realizujemy reprezentujac kolejne Vi przez ich bazy ortonor-
malne. Wtedy algorytm, zwany w tym przypadku réwniez iteracjami ortogonalnymi, przybiera
nastepujaca postaé. Wybieramy macierz kolumnowo-ortogonalna Zy formatu n x p jako macierz
startowa, a nastepnie dla k£ =1,2,3,... iterujemy:

(IO) Yk = A*Zk_l,
Yy := Zp x R, (ortonormalizacja)

przy czym w drugiej linii nastepuje ortonormalizacja macierzy Yj realizowana poprzez roz-
ktad tej macierzy na iloczyn macierzy kolumnowo-ortonormalnej Z; formatu n X p i macierzy
trojkatnej gérnej Ry formatu p x p. Dokonuje sie tego znanym nam juz algorytmem wykorzy-
stujacym odbicia Householdera.

Latwo zauwazy¢, ze jesli przyjmiemy, iz wektory-kolumny macierzy Z, tworza baze ortonormalng
podprzestrzeni )y to w kolejnych krokach wektory-kolumny Zj tworza baze ortonormalna pod-
przestrzeni ). Rzeczywiscie, poniewaz Yy, = AxZ,_1 to kolumny Y}, stanowig baze V.. Kolumny
te sa z kolei liniowa kombinacja kolumn Zj, czyli rozpinaja ta sama podprzestrzen co kolumny
Z.

Poczynimy teraz kluczowsa obserwacje. Przypusémy, ze wszystkie wartosci wlasne \; sa parami
rézne. Gdybyémy rozpoczynali iteracje od macierzy Y sktadajacej sie jedynie z p poczatkowych
kolumn macierzy Yy, przy czym 1 < p < p, to otrzymane w procesie iteracyjnym macierze Y,
i Z) (formatu n x p i p x p) bylyby odpowiednio “okrojonymi” macierzami Yy i Zj. Stad,
jesli wszystkie warto$ci wlasne macierzy A maja rézne moduty, to dla kazdego takiego p pod-
przestrzen y,gp ) rozpieta na poczatkowych p wektorach macierzy Z; “zbiega” do podprzestrzeni
wlasnej PP, przy czym

tg 2 (W7, PP < pk-tg 2 (M, PP).



Korzystaj. Nie kopiuj. Nie rozpowszechniaj. 23/52

7 powyzszej obserwacji wynika, ze gdybysmy realizowali iteracje podprzestrzeni przyjmujac
p = n i startujac z macierzy identycznosciowej Zy := I formatu n x n to mielibySmy zbieznosé
y,ff’ ) do podprzestrzeni wlasnych P®) dla wszystkich p =1,2,...,n.

W przypadku gdy pracujemy na bazach ortogonalnych i startujemy z Zy = I, zbieznos$¢ ta
mozna wyrazi¢ réwniez w nastepujacy sposob. Oznaczmy

V=66, Z,=E"7". . 7P

Lemat 3.1. Niech By bedzie macierzq przejscia od bazy (51, . ,{:L) do (z_gk), . ,éilk)),
Zk =V x Bk.
Dia 1 <p<n-—1, niech
k k
e
By71 By

gdzie B%kl) jest podmacierzq formatu p X p, a pozostate podmacierze odpowiednio formatéw p X

(n—p), (n=p) xp, (n—p) x (n—p). Jesli pp = [Ap11|/[Ap| <1 iy <7/2 to
k k
1B, 185112 < of - tgvo.
p : _ 17k) (k) _ (k)
Dowdd. Niech Z = [Z,",Z5 "], V = [V1, Va], gdzie Z;"’ i V] sa formatu n x p. Wtedy

z = v + BY)

Mnozac to réwnanie z lewej strony przez Vi dostajemy Békl) = Vi * Z%k). Stad

k k k —
1BS N2 = IV % 27l = sup |[V5 + (27 5 ).

[ Z]|2=1
Oznaczajac § = Z£k) % T zauwazamy, ze §y € Vi := Span(Z’(lk), .. .,Zf,k)) i|7]l2 = 1. Stad wektor
Vol if zawiera wspétczynniki rzutu ortogonalnego i na (P®)L := span(,.1,...,&,) w bazie
(&p+1, - - -+ &n). Z definicji normy drugiej i twierdzenia 3.1 dostajemy wiec

1B51ls = sup sin (2{" 7, (PP)') < pf - tg 0.

lIZ]l2=1
Rozumujac analogicznie i wykorzystujac fakt, ze
sin Z (g, PP)) = sin / (y,i, (P(p))J‘)
dostajemy taka sama nieréwnosé dla HB@ [|2- O
Z lematu 3.1 wynika natychmiast, ze jesli moduly wartosci wtasnych macierzy A sa parami rézne

to wyrazy pozadiagonalne bl(»? macierzy By, zbiegaja do zera, a poniewaz Bj jest ortogonalna,

to ]bz(lz)\ zbiegaja do jedynki. Algorytm (IO) mozna wiec uzupelnié¢ o obliczanie w kazdym kroku
macierzy
A = Z,?*A*Zk,

ktora powinna zbiegaé¢ do A = diag(A1, ..., A,). Fakt ten, tacznie z analiza szybkosci zbieznosei,
pokazemy formalnie w nastepnym podrozdziale.
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3.2 Metoda QR

3.2.1 Wyprowadzenie metody

Zalézmy, ze realizujemy algorytm iteracji ortogonalnych (I0) z macierza poczatkowa Zy = 1.
Wtedy A * Zp_1 = Zj, * Ry, skad

Apy=ZF (% Ax Zy_ = (ZL_| % Z},) * Ry,

Oznaczajac Qg := Zk,T_1 * /), widzimy, ze ostatnia rownos¢ to nic innego jak rozkltad ortogonalno-
tréjkatny macierzy Ag_1,
Ag—1 = Qk * Rg.

Prawdziwe sa wiec zwiazki rekurencyjne

A = ZUxAxZpy = (ZF « Zp_) % (ZE | % Ax Zy_y) = (Z | + Zy,)
= Qp * AxQx,
Zy = Zn1x(Ziy % Zk) = Zp1 % Q.

Zaleznosci te prowadza do ALGORYTMU @R, ktéry oblicza kolejne macierze Ay i Zp w
nastepujacy sposob.

Ay:=A;, Zy:=1
dla k=1,2,3,...

(QR) Aj_1:= Qi * R, (ortonormalizacja),
A = R x Qr;  Zy = Zp—1 % Qy,
3.2.2 QR a iteracje ortogonalne

Przypomnijmy, ze w rozkladzie ortogonalno-tréjkatnym macierz ortogonalna jest wyznaczona
jednoznacznie z dokladnoscia do znakéw jej wektoréw-kolumn. Dlatego macierze Zj (a tym
samym takze Ay) powstale w wyniku realizacji algorytméw (I0) i (QR) nie musza by¢ takie
same. Algorytmy te sa jednak réwnowazne w nastepujacym sensie.

Lemat 3.2. Niech Zk, Ak i Zy,, A bedqg macierzami powstatymi w wyniku realizacji odpowiednio
algorytmow (10) i (QR). Wtedy

Zk = Zp*x Dy oraz Ak = Dy x Ay x Dy,
gdzie Dy, sq pewnymi macierzami diagonalnymi z elementami +£1 na gléwnej przekqgtne;.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem k. Dla k = 1 mamy ZO =1 = Zy oraz Ag =A=A.
Zalézmy, ze lemat jest prawdziwy dla k — 1, tzn. Z_1 = Zj * Di_1. Wtedy, z jednej strony

Ayt = Dy % Ap1 %Dy = Dy_1 % Qg * Ry % Dy_y,

a z drugiej strony
A1 = ZF | % Zy« Ry, = Dy % Zi_| % Zy, * Ry

Mamy wiec _
Dp_1x Ay = (ZF % Z3) « Ry, = Qg * (Ry,  Dy_1),
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przy czym réwnosci te przedstawiaja dwa rozklady ortogonalno-tréjkatne tej samej macierzy
D1 % Ap_1. A jesli tak, to czynniki ortogonalne tych rozktadéw réznia sie jedynie znakami
kolumn. Réwnowaznie, istnieje macierz diagonalna Dy z elementami +1 na gtéwnej przekatnej
taka, ze
Z]le % 2 = Q * Dy, (oraz Ry = Dy, x Ry, * Dy_q).
Stad
Zy = Zp—1 % Qp * Dy, = Zj % Dy,

Dowdéd koniczy nastepujacy rachunek:
A = Z,?*A*Zk = DF s« (ZF « Ax Z,) x Dy, = Dy % Ay, * Dy,.
O]

~(k) + ()

Zauwazmy jeszcze, ze jesli przez a; ;i a; ; oznaczymy odpowiednio elementy macierzy Api Ag

oraz Dy = dlag(dg ),...,d,(lk)) Z dz( )= 41 to

i = 4P ®

7]

To oznacza, ze dla i # j elementy te réznia sie jedynie znakiem, a dla ¢ = j sa sobie réwne.

3.2.3 Analiza zbieznoSci
Jestesmy juz gotowi do przedstawienia twierdzen o zbieznosci metody QR.

Twierdzenie 3.2. Dla 1 < p < n, niech pp = |App1/Ap| <1 iy, =2 (yk, ) Niech dalej

k k k k
o [0 @] L, (R R
) (1) 2) ) 0 R(k) )

k k
a0
Az, A2,2

[

gdzie podmacierze Agkl) ,lefl) ,Rglfl) sq formatu p X p, a pozostate podmacierze formatéw odpo-

wiednio p X (n —p), (n—p) Xp i (n—p)x (n—p). Wtedy, przyjmugjac

5,(;k)=P];'tg70
mamy t < (k)
y g")/k\&‘p oraz
1A% = 14501 < 2eP)|A]l2, (3.2)
11112, \|Q2>||2 < 2P, (3.3)
IR < 4e®)|All. (3.4)

Dowdd. Wobec wykazanej w lemacie 3.2 (teoretycznej) réwnowaznosci metody QR i iteracji

(k)

(I0), nier6wnosé¢ tgvy, < €p  zostala juz udowodniona w twierdzeniu 3.1. Aby pokazaé (3.3),
zapiszemy Z; w postaci Z = [Z£ ) Zék) |, gdzie ka) i Zék) skladaja sie odpowiednio z pierwszych

p iz ostatnich (n — p) kolumn macierzy Zj. Wtedy

Qua =l = (V) (07 020
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gdzie V = [€1,&,...,&,]. Piszac V = [V4, V4], podobnie jak dla Z;, mamy teraz

k
VT s 78 = VlT*Z£) =: F .
! V2T>|<Z£k) G

Poniewaz ||Vi]|2 = ||Z£k)|]2 = 1to ||F]2 < 1, natomiast ||G||2 < 5;(, ),Jak pokazalid$my w dowodzie

lematu 3.1.
Piszac z kolei

k-1 F'
VT*Zé ) = [G/17

(k

w analogiczny sposéb pokazujemy, ze |[F'|ls < 11 ||G'|2 < &p ). Stad mamy

# F 4+ FT s Gl < |G ol Fl + | F[l2]Glla < 1 +e®) < 260,

Doktadnie tak samo pokazujemy oszacowanie dla

Aby pokazaé (3.2) zauwazmy, ze wobec Ay = Qj * Ry, mamy tez Agkl) = le) ng) Ale
[R1lle < Rkl = (| A2ll2 = [[All2,

co w polaczeniu z (3.3) dowodzi (3.2).
W koncu, wobec Ry = Ay, * Q;{ mamy

k k)T k)T

R = AL+ Q01 + AT« Q53
Nieréwnosé (3.4) wynika teraz z nieréwnosci HAS’;)HQ < [ Agllz = |42, (3.2), (3.3), oraz
@532 < =

Z twierdzenia 3.2 wynika, ze elementy pozadiagonalne macierzy Ay zbiegaja do zera liniowo,
przy czym iloraz zbieznosci zalezy od wartosci pp = |A\p+1|/|Ap|. Dokladniej, dla danego elementu

(k)

a;; macierzy Ay, gdzie 1 < i < j < n, prawdziwe jest oszacowanie

27]
k k
] \ < min (5( ),5£+)1,...5§-_)1)

(gdzie skorzystaliémy takze z faktu, ze modul pojedynczego elementu macierzy jest nie wiekszy
od normy drugiej tej macierzy).

A jaka jest zbieznoéé¢ elementéw diagonalnych Ay do wartosci wlasnych macierzy A? Oznaczmy

Egk) p=1,
g}()k) =<{ max (81@1, gék)) 2<p<n-—1,
k
1(1 )1 p=n.
Theorem 1. Dla wszystkich 1 < p < n mamy
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Dowdd. Wobec Z, =V x By, mamy

o \T S
a:,(fg = (Zg“))T*A*Eg“) = (V*b;k)> *A*(V*bz()k))

= B VT AV B = B0« A x 5P
2
= p(é%) +Z/\( ) '

Stad i z lematu 3.1 otrzymujemy

al) — x| = ‘ ~Xp (1—( ))+ZA( )‘: Z(bi,’?)z(&”p)

i#p i#p
< 2|42 (Z C +Z(b§,’2)2) < 4-(E89)°- 4]
< p<i

O]
(k)

Elementy diagonalne a; macierzy Ay, zbiegaja wiec do wartosci wlasnych A, macierzy A co naj-
mniej tak szybko jak |A2/A1|?¥ dlap = 1, |\, /Au_1]?* dlap = n, oraz min{\)\p/)\p_ll%, \)\pH/)\pl%}
da2<p<n-—-1

3.3 QR z przesunieciami



Rozdziat 4

Kwadratury interpolacyjne w wielu
wymiarach

4.1 Sformulowanie zadania

Ostatnie trzy wyklady po$wiecimy numerycznemu catkowaniu funkcji wielu zmiennych. Doktad-
niej, dla danej funkcji f : [0,1]¢ — R chcemy obliczyé (przyblizy¢) wartoéé

1 1 1
Id(f):/ f(@)di = / / / f(@1, 22, .. 24) dzrdzs - - dzg.
[0,1]4 0 Jo 0
d

Zakladamy, ze powyzsza catka istnieje. W ogdlniejszym sformutowaniu, chcielibySmy obliczyé
catke z waga w funkcji f : R — R, ktéra jest postaci

loo(f) = |, F@)w(@) di

Waga w jest tutaj nieujemna i catkowalna.

Zauwazmy, ze ograniczenie sie w ostatnim przypadku do R nie zmniejsza ogélnosci, gdyz catke
po dowolnym mierzalnym obszarze D C R? mozna wymodelowaé przyjmujac, ze waga w(Z) = 0
dla wszystkich & ¢ D.

Zadanie caltkowania funkcji wielu zmiennych ma ogromne znaczenie praktyczne i dlatego warto
znaé skuteczne metody numeryczne jego rozwiazywania.

Przyk?ad 4.1. Wycena obecnej wartosci wielu instrumentéw finansowych, w tym tzw. opcji,
opiera sie na zatozeniu, ze przyszte ceny podlegaja losowym zmianom kolejnych odcinkach czaso-
wych. Obecna warto$¢ opcji obliczana jest jako warto$é¢ oczekiwana funkcji wyptaty. Odpowiada
to obliczaniu calki oznaczonej funkcji d zmiennych, gdzie d jest liczba odcinikéw czasowych. Jest
to czesto calka ze standardowa d wymiarowa waga gaussowska postaci

r) 2 [ fE e (- 3+ D) der o dea

przy czym f jest (zwykle skomplikowana) funkcja wyplaty na koncu okresu, a §; reprezentuja
czynniki losowe w kolejnych odcinkach czasu. Wymiar d moze wynosi¢ nawet kilka tysiecy.

7 podstawowego wyktadu z metod numerycznych kazdy z nas wie jak numerycznie catkowaé
funkcje jednej zmiennej. Stosowane metody w znakomitej wigkszosci przypadkéw sprowadzaja

28
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sie do scatkowania funkcji, ktéra jest kawalkami wielomianem okredlonego stopnia interpo-
lujacym funkcje podcatkowa. Pomyst ten moze byé uogdlniony na przypadek funkeji wielu
zmiennych. Aby jednak méwié¢ o kwadraturach interpolacyjnych w wielu wymiarach, musimy
najpierw zastanowi¢ sie nad rozwiazywalnoscia odpowiedniego zadania interpolacyjnego.

4.2 Interpolacja na siatkach regularnych

4.2.1 Postaé¢ wielomianu interpolacyjnego

Niech
a<t <ty <---<t.<b

Jesli f jest funkcja jednej zmiennej, f : [a,b] — R, to wielomian
T
pr(z) =D ft;) (=),
j=1

gdzie [; jest j-tym wielomianem Lagrange’a,

\
T —t; )
by = 1 —  1<is<n
j#i=1" Y

(przy czym l; = 1 dla r = 1) jest stopnia co najwyzej (r — 1) i interpoluje f w punktach ¢;,
tzn. przyjmuje w tych punktach te same wartosci co f. W przypadku d > 2 mozemy podobnie
zdefiniowaé ‘wielowymiarowe’ wielomiany Lagrange’a.

W tym celu zakladamy, ze na kazdej wspdlrzednej dany jest przedzial, a w nim uktad r punktow

k)

a® <t <« <t <p® 1<k <d

Oznaczajac przez l](k) odpowiednie wielomiany Lagrange’a jednej zmiennej dla k-tego podziatu,

definiujemy wielomiany Lagrange’a d zmiennych jako

1 2 d
oo (1, 2a) = 1) (@) 1) (2) - 1) (a)
dla wszystkich 1 < jir < 7, 1 < k < d. Dla skrécenia zapisu, bedziemy dalej uzywac¢ zapisu
wektorowego j = (j1,...,Jd), @ 1 < j < d bedzie oznaczaé, ze nieréwnosci zachodza dla kazdej
wspohizednej ji, 1 < k < d. Podobnie, 7 = (£}, %), %),

Wielomiany ljv naleza do przestrzeni P} wielomianéw d zmiennych postaci

p(Z) = p(z1,...,2q) = Z a;- xlfxé? . ':cild,
0<i<r—1

gdzie az; sa dowolnymi wsoollczynnikami rzeczywistymi. Zauwazmy, ze p € P; wtedy i tylko
wtedy gdy p jest wielomianem stopnia co najwyzej (r — 1) ze wzgledu na kazda zmienna x.

Lemat 4.1. Jesli wielomian p € P zeruje sie we wszystkich re punktach t5, 1<j<r top
jest wielomianem zerowym.

Dowdéd. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na wymiar d. Dla d = 1 lemat jest
oczywiscie prawdziwy, bo na podstawie zasadniczego twierdzenia algebry niezerowy wielomian
stopnia co najwyzej (r — 1) nie moze mie¢ r réznych zer.
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Niech d > 2. Niech az beda wspdtczynnikami wielomianu p. Dla ustalonej k zdefiniujmy wielo-
mian py € P)_; jako
(d)

pk‘(xla"wmd—l) = p($1,---733d—17tk )
Wielomian ten zeruje si¢ w 7(d — 1) punktach ¢;, _;, ,. Zapisujac go w postaci
k i b —
pe(T1, ..., xa1) = > b,(l,),,_7id_1 it

0<i1,.ig—1<d—1

gdzie wspblezynniki

b e = 2 e ()
0<ig<d—1
oraz stosujac zalozenie indukcyjne mamy, ze bz('f,)-.-,id_1 = 0. A wiec dla wszystkich wyboréw
indekséw i1, ...,74_1 wielomian jednej zmiennej Z?d;lo az - t'd zeruje sie w r punktach t = tgd).
To za$ wymusza a; = 0 dla wszystkich 0 <i < d —11i w konsekwencji p = 0. 0

Lemat 4.1 wykorzystamy do pokazania nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.1. Wielomiany l;., 1< ] < 1, tworzg baze przestrzeni Pjy. W szczegdlnosci,
dim(P5) = rd.

Dowdéd. Zauwazmy, ze podobnie jak w przypadku d = 1,

L) = 4 b jeslii = 7,
M1 0, w przeciwnym przypadku.

Stad, jesli kombinacja liniowa p = Z;. a;l; jest wielomianem zerowym to dla wszystkich i

0=p(t; = Z aszlz (t7) = o,
J

czyli uklad {lz: 1 < i < r} jest liniowo niezalezny. Z drugiej strony, uklad ten rozpina P}, bo
dla dowolnego wielomianu p z tej przestrzeni mamy

p=> p(t)L (4.1)
1<j<r

Rzeczywiscie, w przeciwnym przypadku réznica wielomianu p i prawej strony (4.1) bylaby nie-
zerowym wielomianem w P}, ktéry zeruje sie we wszystkich r¢ punktach t=. To za$ przczyloby
lematowi 4.1. O

Stad juz jeden krok do nastepujacego wniosku podsumowujacego nasze dotychczasowe rozwa-

zania. Niech
D = [aM,bM] x [a®,6P] x - - x [aD,b?D)]

bedzie d wymiarowym prostokatem.
Whniosek 4.1. Dla dowolnej funkcji f : D — R wielomian
pr(@) = Y [(t) ()
0<j<r
jest jedynym wielomianem w P} interpolujgcym f w punktach tz tzn. takim, ze
pr(t5) = f(t5)

dla wszystkich 1 < j <.
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4.2.2 Btlad interpolacji

Zastandéwmy sie teraz jaki jest btad otrzymanej interpolacji. Dla uproszczenia bedziemy od teraz
zaktadaé, ze D jest kostka d wymiarowa, tzn. wszystkie krawedzie maja ta sama dlugosé, ktora
oznaczymy przez H, a wezly na kazdej wspolrzedne;j
W =a® il 1<j<r,
gdzie
O<u <up <---<ur <1
jest pewna ustalona siatka na odcinku jednostkowym.

W przypadku skalarnym, o ile funkcja f jest r-krotnie rézniczkowalna w sposéb ciagly, to

(r)
1@) =~ psla) = (@~ )@ —12) - (o 1) T
przy czym £ € [a, b] zalezy od z. Stad w szczegdlnosci mamy
bh—a)"
£ —prte)l < 20, (12

gdzie ||f") 0o = max,<i<p | f (")(t)|. Aby wyprowadzi¢ formute na btad interpolacji w przypadku
wielowymiarowym, bedziemy potrzebowaé¢ pewnego prostego uogdlnienia ostatniego wzoru.
Zalézmy, ze zamiast doktadnych wartodci f(¢;) mamy jedynie wartosci przyblizone y; takie, ze
btad

lyi — f(t)] <6, 1<i<r (4.3)
Niech dalej py bedzie wielomianem stopnia co najwyzej (r —1) interpolujacym dane przyblizone
y; w punktach t;. Poniewaz (p; — py) jest wielomianem interpolujacym dane f(t;) — y;, na
podstawie wzoru (4.1) mamy

pr(z) — pp(z)] < 0 |Li(z)] < -5,
=1

gdzie S1=1,adlar > 2

SASH i igg=1 YT Y

Stad i z formuly na btad interpolacji dla doktadnych danych otrzymujemy

£(&) ~ 55@)] < 1£@) — s+ Ips@) — @) < Co DO 4 605 (@)

Wprowadzimy jeszcze klase F,.(D) funkcji f : D — R, ktdére w calej swojej dziedzinie sa r-krotnie
rézniczkowalne w sposéb ciagly ze wzgledu na kazda zmienna. Dla f € F,.(D) definiujemy

orf orf }

oz ox),
Twierdzenie 4.2. Niech D = [aM),a®) + H] x --- x [aD,aD + H]. Jesli f € F.(D) to dla
kazdego & € D blad interpolacyi

g ooy
[e.e]

B(f) = max {\

1<i<d

r

- . H
@) ~pg@)] < 7 CraBo(f),
gdzie Cr g =d, a dlar > 2
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Dowdd. Rozpatrzymy tylko r > 2 pozostawiajac przypadek r = 1 jako proste é¢wiczenie.

Dla d = 1 nier6wnos¢ w tezie jest réwnowazna (4.2). Zalézmy wiec, ze d > 2. Poniewaz dla

kazdego ustalonego t,gd) wielomian (d — 1) zmiennych py(z1,... ,xd,l,téd)) jest wielomianem
interpolacyjnym dla funkcji (d — 1) zmiennych f(z1,...,zq-1, t,gd)), na podstawie zalozenia in-

dukcyjnego mamy

d d H" Sg_l -1
‘f(x17""xd—17t](g))_pf($17“'7xd—1)t](€ ))’ < 7B’r'(f) a1 |- (45)
7! Sy —1
Zauwazmy, ze dla ustalonych z kolei pierwszych (d — 1) wspélrzednych z1, ..., x4_1 wielomian
pr(x1,...,xq-1,t) jest wielomianem jednej zmiennej ¢ interpoluacym funkcje jednej zmiennej
f(z1,...,24-1,t) w punktach t,(gd) na podstawie danych zaburzonych na poziomie ¢ réwnym

prawej stronie (4.5). Stad i z (4.4) ostatecznie otrzymujemy

r

7@ @ < B 465,

H" |

H" Sd—1
= 7Br(f) (ST_1>'

4.3 Kwadratury interpolacyjne

4.3.1 Kwadratury proste

Jestesmy juz dobrze uzbrojeni w mechanizm interpolacyjny i mozemy zdefiniowaé¢ wielowymia-
rowe kwadratury interpolacyjne dla catkowania funkcji f : D — R zdefiniowanych na kostce

D = [a(l)’a(l) + H] X oo X [a(d),a(d) + H]

Kwadratury te dane sa réwnoscia
Qualh) = [ pr(a)ds. (46)

gdzie py € P} jest wielomianem interpolujacym f w punktach tjf, 1< ; <r.

Chociaz posta¢ (4.6) kwadratury znakomicie nadaje sie do rozwazan teoretycznych, nie jest
jednak praktyczna ze wzgledu na obliczenia. Zauwazmy, ze

Qualh) = [ S i@ s = ¥ty [ 1@z

J

= HLY f(t) ﬁ ( Olzjk(u) du>,

7 k=1

gdzie l; jest j-tym wielomianem Lagrange’a dla punktéw ui,usg,...,uq. Stad, wprowadzajac
oznaczenie

1
ap = A lk(u) du7
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kwadrature interpolacyjng mozna zapisa¢ w postaci
d 1) L2 d
Qualf) = H'- 3 ajag,--a,- S5, 05, ).
1<g15e-50d ST

Zauwazmy, ze aj sa wspOlczynnikami jednowymiarowej kwadratury interpolacyjnej Q. (f) =
> k=1 akf(tr) opartej na punktach wuy, przyblizajacej calke fol f(u) du. Méwiac inaczej, zdefi-
niowana przez nas wielowymiarowa kwadratura interpolacyjna jest d-produktem tensorowym
wybranej kwadratury jednowymiarowe;j.

Na koniec tego podrozdzialu podamy oszacowanie btedu kwadratury @), 4. Poniewaz

| 1@z - Quath) = [ (4@ - p;@) da.
D D
z twierdzenia 4.2 natychmiast otrzymujemy nastepujacy wniosek.
Wnhiosek 4.2. Jesli f € F,(D) to blad kwadratury interpolacyjnej Q. q jest ograniczony przez
Hr+d
[ 1@ - @uath| < - CraBuls),

4.3.2 Kwadratury zlozone

Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, definiujemy kwadratury ztozone dla funkcji
wielu zmiennych. Dla uproszczenia zaktadamy, ze catkujemy po kostce jednostkowej [0, 1]%.

Dla danego n wprowadzamy podzial kostki na n podkostek

Fl_l,“:|X[Z2_1,22]X--'[1d_1 zd]’ l<in<n l<k<d

n 'n n 'n n 'n

Nastepnie na kazdej podkostce stosujemy prosta kwadrature interpolacyjna oparta na siatce
regularnej sktadajacej sie z r¢ punktéw. Skonstruowana w ten sposéb kwadrature zlozona ozna-

czymy przez Qf,nd) .

Przyk?ad 4.2. Jedli bazowa kwadratura jednowymiarowsa jest reguta punktu srodkowego,

Q) = -0 (57),

to wynikowa kwadratura zlozona na [0,1]? jest po prostu reguta prostokatéw
1\¢ i1 —1/2 iqg—1/2
- (1) p(nni . umumy
1<iy,,estasn

Nasze rozwazania wienczy twierdzenie o btedzie kwadratury zlozonej, ktére natychmiast wynika
z wniosku 4.2 oraz sposobu konstrukcji kwadratury.

Twierdzenie 4.3. Kwadratura ztoZona Qg,rl,) korzysta z co najwyzej
N = (r n)d

wartosci funkeji f. Jesli f € F.([0,1]%) to jej blad

< (;V)r/d () Cra B

’ | f@di - Q)
[0,1]
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4.4 Przeklenstwo wymiaru

Ztozone kwadratury interpolacyjne moga by¢ z powodzeniem stosowane dla niskich wymiaréw,
powiedzmy d = 2,3. Dla duzych wymiaréw d maja one bowiem ta niepozadana wtasnosé, ze
liczba weztow rosnie wykladniczo szybko wraz z zageszczaniem siatki. Nawet jesli wezmiemy
po 2 punkty na kazdej wspdlrzednej to caltkowita liczba punktéw siatki regularnej wyniesie
24 Pamietamy, ze w wielu praktycznych zastosowaniach d moze siega¢ nawet kilku tysiecy. W
takich przypadkach obliczenie wartosci kwadratury jest zadaniem praktycznie niewykonalnym.

To jednak nie koniec ztych wiadomosci. Przyjrzyjmy sie jeszcze btedowi ztozonej kwadratury
interpolacyjnej. Twierdzenie 4.3 mdwi, ze blad ten jest ograniczony z gdéry proporcjonalnie
do N="/? gdzie N jest liczba wszystkich uzytych punktéw. To drugi powéd do niepokoju,
uzasadniony ponizszym przykladem.

Przyk?ad 4.3. Zal6ézmy, ze chcemy catkowaé funkcje 360 zmiennych i jako kwadrature bazowa
stosujemy kwadrature Simpsona, dla ktérej r = 4. Gérne ograniczenie bledu sugeruje, ze aby by¢
pewnym wyniku z dokladnoécia 10~2 to musimy obliczy¢ wartoéci funkcji w az 10'%0 punktach.
Czy naprawde jest az tak zle?

Rzeczywiscie jest tak Zle, a nawet gorzej. Okazuje sie, ze rzedu zbiezosci N~"/? nie da sie
poprawi¢ w klasie funkeji F;.([0, 1]%) jedli bierzemy pod uwage blad najgorszy (pesymistyczny).
Moéwi o tym nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.4. Istnieje ¢ > 0 o nastepujacej wiasnosci: dla dowolnej aproksymacji calki

wykorzystujacej .
1 _
N> (wd - 1)

wartosci funkeji istnieje f € F,([0,1]%) dla ktérej B.(f) = 1, a blad aproksymacji calki wynosi
co nagmniej ¢ N~"/4.

Dowdd. Zalbézmy, ze dana aproksymacja calki oblicza wartosci funkcji w punktach fj, 1<j<N.
Dowdd twierdzenia polega na konstrukeji dwoch funkeji, f1 i f—, ktére zeruja sie we wszystkich
t_;- (a tym samym ich calki sa aproksymowane ta sama liczba), dla ktérych B, (fy+) =1 = B,(f-),
ale réznica calek

/ (fy — f)B)dE = 2¢ N7/,
[0,1]¢

dla pewnej ¢ niezaleznej od f i d. Wtedy, przynajmniej dla jednej z tych funkcji btad aproksy-
macji calki wynosi co najmniej ¢N "/,

W tym celu, oznaczmy przez n najmniejsza liczbe naturalng spiniajaca N < n¢ i skonstruujmy
na [0, 1]% regularna siatke skladajaca sie z (2n)¢ kostek, kazda o krawedzi dtugosci h = 1/(2n).

Niech dalej ¢ : R — R bedzie dowolng funkcja r-krotnie rézniczkowalna w sposéb ciagly spel-
niajaca nastepujace warunki:

1. ¢(x) =0dlaz ¢ (0,1),
2. ¢V(0)=0=¢U)(1)dla0<j<r,
3. ) o(t)dt =:a>0.

Kazdej kostce
K- = [(21 - 1)h, ilh] X oo X [(Zd — 1)h, idh]

(2
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naszej regularnej siatki przyporzadkujemy funkcje
o1, wa) =W G(x1/h i1, ... xa/h —ia).

Zauwazmy, ze By(¢z) = 1 oraz
/ 6D df’ = / 6D dF = a b7+,
[0,1)¢ K;

Jasne jest, ze istnieje co najmniej
2n)¢—N > (21 -1)N

multi-indekséw 7 (kostek) takich, ze zaden z punktéw t_; nie nalezy do wnetsza K. Oznaczmy
zbiér takich indeksow przez S i zdefiniujmy funkcje

I+ :Z(ﬁza f-==f+

ies

Wtedy obie funkcje zeruja sie w t}, B,(f+) =1= B,(f-), oraz
/ fr(@)di = _/ f () dt > (2d—1)Nahr+d.
[0,1]¢ [0,1]¢

Warunek na N oraz nieréwno$é (n — 1)¢ < N implikuja, ze

hr"rd — (Qn)—(’f‘"rd) > (Q(Nl/d + 1))—(T+d) > 2—(T+d+l)N—(’r‘/d+1).

Stad
- a
t)dt > N/,
a to oznacza, ze teza twierdzenia zachodzi z ¢ = a2~ ("2, ]

Opisane zjawisko nosi nazwe przeklerstwa wymiaru.



Rozdziat 5

Metody Monte Carlo

5.1 Wstep, metody niedeterministyczne

Poprzedni wyktad zakonczyliémy pesymistycznym twierdzeniem 4.4, ze nie istnieja efektywne
metody numerycznego catkowania funkcji wielu zmiennych, poniewaz ma miejsce zjawisko prze-
klenistwa wymiaru. Zwréémy jednak uwage na to, ze fakt istnienia przeklenstwa wymiaru stwier-
dziliSmy przy zalozeniach, ze:

(i) model obliczeniowy jest deterministyczny,
(ii) funkcje podcatkowe sa r-krotnie rézniczkowalne po kazdej zmiennej.

Mozna mieé¢ nadzieje, ze przeklenstwo wymiaru zniknie, albo zostanie ztagodzone, gdy przynaj-
mniej jedno z tych zalozen nie bedzie spetnione.

Ten wyklad poswiecimy (klasycznej) metodzie Monte Carlo numerycznego calkowania, ktéra
jest przykltadem metody niedeterministycznej, tzn. takiej, ktéra oblicza wynik wykorzystujac
zjawiska losowe. Chociaz moze to brzmieé¢ dziwnie, to wtasnie niedeterministyczne zachowanie
metody pozwala pokonaé przeklenstwo wymiaru.

Opisana dalej klasyczna metoda Monte Carlo zwiazana jest $cisle ze Stanistawem Ulamem,
uczniem Stefana Banacha i reprezentantem Lwowskiej Szkoty Matematycznej. Ulam zastosowal
metode Monte Carlo do obliczania skomplikowanych catek w ramach ”Manhattan Project”w
Los Alamos (USA), w czasie II Wojny Swiatowej.

5.2 Klasyczna metoda Monte Carlo

5.2.1 Definicja i btad

Tak jak w poprzednim rozdziale chcemy obliczy¢ catke
1.1 1
La(f) 3:/ f(f)df:/ / / f(z1,22,...,2q4) dvidry - - - d2g.
[0,1]¢ 0 Jo 0
—_———
d

Zakladamy przy tym, ze f : [0,1] — R jest funkcja, ktérej kwadrat jest catkowalny,

/[O M@ < o

36
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Definicja 5.1. Klasyczna metoda Monte Carlo polega na przyblizeniu I;(f) $rednia arytme-
tyczna wartosci funkcji f w losowo wybranych punktach, tzn.

L. . S\ A
MCan(f) = MCqn(fiti,ta,... tn) = N'Zf(tj)a
=

gdzie t1,ta, . . ., tx sa punktami wylosowanymi niezaleznie od siebie, kazdy zgodnie z rozkladem
jednostajnym na [0, 1]¢.

Konsekwencja zastosowania losowosci jest to, ze przy réznych realizacjach metody otrzymujemy
rézne wyniki, w zaleznogci od wyboru punktéw £;. Wynik MCy n(f) jest wiec zmienna losowa,
ktorej wartos¢ oczekiwana wynosi

E(MCyn(f)) = / MCan(fith,... tn)dEy - din
[0’1]d»N

1 .
Y oy T = 1),

Poniewaz réznica I;(f) — MCyn(f) jest tez zmienng losowa, za btad metody Monte Carlo dla
danej funkcji f przyjmiemy odchylenie standardowe,

e(f; MCan) i= \/E (L(f) = MCan(£))?,
Twierdzenie 5.1. Dla danej funkcji f blad metody Monte Carlo wynosi

e(f;MCyn) = U(\/%),

gdzie
o(f) =/ La(f?) = I3(f)

jest wariancjq funkcji f.
Zanim przystapimy do dowodu zauwazmy, ze o(f) jest dobrze zdefiniowana wielko$cia, bowiem

nieré6wnosé
La(f)] < \/La(f?)

jest szczegdlnym przypadkiem znanej nieréwnosci Schwarza dla calek.

Dowdéd. Oznaczmy, dla uproszczenia, zmienng losowa X = MCy n(f). Wtedy
B(X — B(X))? = E(X(X - B(X)) - B(X)(X - E(X))) = B(X?) - EXX).  (5.1)

Ponadto
)
: . ()

i#£] ’
= s (VL) + (V= ND) = 1)+ (1= ) 1.

1 (XL . ’ 1 N VL
E(X? = FE N(Zf(tj)) = b (ZfQ(tj)+Zf(ti)f(t'
j=1 j=1
1

gdzie skorzystaliSmy z niezaleznosci zmiennych losowych f(t;) i f(t;) dla i # j. Stad iz (5.1)
dostajemy

A MCa) = BIX~EQ)P = L)+ (1= 3 ) B - 1) = (1) - 1)

co konczy dowdd. O
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Uwaga 5.1. Zauwazmy, ze w dowodzie pokazaliSmy przy okazji nieréwnos$é¢ Schwarza postugujac
sie narzedziami rachunku prawdopodobienstwa.

Twierdzenie (5.1) méwi, ze blad metody Monte Carlo jest proporcjonalny do N ~1/2 przy bardzo

stabych wstepnych zalozeniach na funkcje (jedynie calkowalno$é kwadratu funkcji). Jest to
istotna poprawa w poréwnaniu do btedu N~"/¢ dla metod deterministycznych. W szczegdlnosci
wazne jest, ze wykladnik 1/2 przy N~! jest niezalezny od wymiaru d, a konsekwencja tego
pokonanie przeklenstwa wymiaru.

Dziwnym moze wydawac sie, ze przeklenstwo wymiaru mozna zlikwidowaé¢ uzywajac metod nie-
deterministycznych (losowych). Jednak niczego nie ma za darmo. Nalezy pamietaé, ze jest to
mozliwe za cene niepewnoéci wyniku. O ile bowiem metoda deterministyczna produkuje zawsze
ten sam wynik, metoda niedeterministyczna (taka jak Monte Carlo) produkuje rézne wyniki
zaleznie od konkretnych realizacji zmiennych losowych. Dlatego, mimo iz btad oczekiwany jest
proporcjonalny do N~1/2 to nie mamy calkowitej pewnosci, ze przy konkretnej realizacji otrzy-
many wynik jest tego samego rzedu. Z tego punktu widzenia warto przytoczy¢ nastepujaca
réwnosé, ktora wynika z centralnego twierdzenia granicznego; mianowicie, dla dowolnych ¢; < ¢a
mamy

cio(f)
VN

lim Prob (

N—oo

. C20’(f) . L €2 —12/2
<Icl(f) ]MCd,N(f)< \/N ) - m/q € dt,

gdzie Prob oznacza prawdopodobiefistwo wzgledem rozkladu jednostajnego na [0, 1]4Y

5.2.2 Calkowanie z waga

Deterministyczne metody interpolacyjne z poprzedniego rozdziatu mozna stosowaé jedynie do
catkowania na d-wymiarowych prostokatach. Metoda Monte Carlo ma oprécz wymienionych
rowniez i ta zalete, ze tatwo ja uogdlni¢ na przypadek catkowania z waga. Dla przyblizenia
wartosci

liolf) = [ J@w@)dz,  edsie /Rdw(f) di = W < oo,

mozemy bowiem zastosowaé¢ wzor

w w al ng
MCd,N = F Zf t
=1

.

przy czym t1,...,ty sa tym razem punktami wybranymi losowo i niezaleznie od siebie, zgodnie
7 rozkladem na R? o gestosci w/W.

Adaptujac odpowiednio dowdd twierdzenia 5.1 otrzymujemy nastepujace wyrazenie na btad
uogolnionej metody Monte Carlo.

Twierdzenie 5.2. Niech I,(f?) = [ga f2(Z)w(Z) dT < co. Wtedy

ou(f)
JN

e(f; MCqy) =

gdzie

= W Lau(f2) = 13,,(f).
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5.3 Redukcja wariancji

ZauwazyliSmy, ze zaleta metody Monte Carlo jest nie tylko jej prostota, ale réwniez to, ze btad
sredni wynosi o, (f)N —1/2 Naturalnym jest teraz pytanie, czy bledu tego nie mozna poprawic.
Temu celowi stuza metody redukcji wariancyi, ktore polegaja w ogdlnosci na redukcji czynnika
0, (f). Sposréd wielu technik redukeji wariancji skupimy uwage na dwéch: losowaniu warstwo-
wemu oraz funkcjach kontrolnych. Dla uproszczenia bedziemy zakladaé, ze catkujemy z waga
jednostkowa na kostce

D =10,1)<.

5.3.1 Losowanie warstwowe

Podzielmy obszar catkowania D na K rozlacznych podzbiorow D; tak, ze
K
D = D;
i=1
i zastosujmy Monte Carlo do catkowania po kazdym D;, tzn. catke [, f(&)dZ przyblizymy
wielko$cig
MCun(f) = Y. MCy,(f).

Z:1 ki 1
gdzie M C’((ﬁ\,l jest metoda Monte Carlo zastosowang do catki
1) = / F(@)dE, 1<i<K,
D;

oraz N = YK N;.
Oznaczmy przez |D;| objeto$é d-wymiarowa podzbioru D;. Poniewaz zmienne losowe I éi)( f)—

M C((ﬁvz( f) sa parami niezalezne dla 1 < i < K, na podstawie twierdzenia 5.2 mamy

K 2
E((I(f) - MCan(f)?) = E ((Zl&“(f)—Mcd,mf)) )
=1

I
.MN

N
Il
i

E ((1(f) - MCY),(1)?)

(1D 1) — (19 ().

|
.MW

s
Il
—
Iy

Przyjmijmy teraz, ze

przy czym dla uproszczenia (ale bez utraty ogélnosci) zakladamy, ze wielkosci te sa calkowite.
Wtedy otrzymujemy

K .
(. MCar) = - Ju(f?) X 5P (5.2)

Btad tak zdefiniowanej metody MCy n nie jest wiekszy od bledu klasycznej metody MCy n z
Twierdzenia 5.1.
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Twierdzenie 5.3. Dla dowolnej funkcji f takiej, ze Ig(f?) < oo mamy
e(f,MCqn) < e(f,MCyn),
przy czym réownosé zachodzi tylko wtedy gdy iloraz Ic(li)(f)/\Dﬂ jest staly, niezaleznie od 1.

Dowdéd. Rzeczywiscie, oznaczajac

(%)
1°(f)
a; =/|Di|, b= d|D,|’

oraz wykorzystujac nieréwnos¢ Schwarza dla ciagéw mamy

2 K

K K K
I3(f) = (Zaibi> < (Za?) (Zb?) =
i=1 i=1 i=1 i

bz_K 1 7@ 2

przy czym réwnoéé zachodzi tylko wtedy gdy wektory (ai,...,arx)? i (b1,...,bx)T sa liniowo
zalezne, co jest réwnowazne warunkowi w tresci twierdzenia.

Prawdziwos¢ tezy pokazuje teraz poréwnanie wzoréw na bledy obu metod. O

Widzimy, ze stosujac losowanie warstwowe z ustalonym podzialem na K podzbiory D; mozemy
co prawda zmiejszy¢ blad, ale szybko$é¢ zbiezmosci N~1/2 pozostaje ta sama. A czy mozna
poprawi¢ zbiezno$¢ stosujac rézne podziaty dla réznych wartosci N7 Okazuje sie, ze tak, o ile
zalozymy pewna regularno$é¢ funkcji f.

Aby to uzyskaé, najpierw przeksztalcimy wzér (5.2) na blad metody MCy n do postaci

gdzie

I1<i< K.

C; = |Dl‘ s

Zalézmy teraz, ze f spelnia warunek Lipschitza ze staly L,
1f@) = f@ < L-[|F—gllo,  Z7eD.

Wrtedy istnieja &; € D; takie, ze f(%;) = ¢;, astad i z lipschitzowskosci f mamy, ze dla dowolnego
T e D;
|f(@) —ci] < L-||Z—Zilloo < L -diame(D;),

gdzie

diamyo(D;) = sup {||# — ¥|loc : #, ¥ € D;}
jest $rednica zbioru D; w normie max. W konsekwencji, ze wzoru (5.3) dostajemy nastepujace
oszacowanie bledu:

1’ K
i=1

Ustalmy teraz rownomierny podzial kostki D na K = N podkostek D;, kazda o krawedzi
dlugogci N—1/4 (zakladamy, bez zmniejszenia ogélnosci, ze N 1/d jest catkowita) tak, ze nasza

e(f,MCan) <
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oraz y m
e(f, MiCd,N) < L . N (1/2+1/d).

Ostatecznie, otrzymany w ten sposéb wariant losowania warstwowego jest zbiezny z wyktad-
nikiem wigkszym niz 1/2. Oczywiscie, moze to mieé¢ praktyczne znaczenie jedynie dla malych
wymiaréw d, bowiem dla duzych d wyktadnik 1/2 4+ 1/d jest wlasciwie réwny 1/2.

5.3.2 Funkcje kontrolne

Podobny efekt zwigkszenia szybkodci zbieznosci mozna uzyskaé stosujac klasyczna Monte Carlo
bezposrednio do funkcji f — g, gdzie g jest pewna specjalnie dobrana funkcja, zwana funkcjq
kontrolnag.

Rzeczywiscie, przedstawmy f w postaci f = g+ (f — g). Wtedy
La(f) = 1a(g) + 1a(f — 9),
co sugeruje zastosowanie nastepujacej metody:
MCan(f) = La(g) + MCan(f —g).
Poniewaz

Iy(f) = MCyn(f) (La(g) + 1a(f — 9)) — (a(g) + MCan(f —9))

= Ii(f—9)—MCyn(f—9),

z twierdzenia 5.1 natychmiast wynika, ze btad
o(f—9)
VN

Pozostaje kwestia doboru funkcji g tak, aby istotnie zmniejszy¢ wariancje o(f — g). Wezmy
najpierw funkcje schodkowa postaci

e(fi MCyn) = e(f —g; MCyn) =

K
9@ = 3 eilp, (@),
=1

gdzie
1Di(£)_{(1) ;;g?’, 1<i<K,
(3

jest funkcja charakterystyczna zbioru D;, a ¢; = f(&;) dla dowolnych #; € D;. Oczywiscie,
najlepiej byloby wziaé @; tak, aby ¢; = I c(lZ)( £)/|D;l, ale jest to niemozliwe, bo nie znamy catek
I (gz) (f)- (Znajomosé tych calek nie byla konieczna w przypadku losowania warstwowego!) Wtedy

dostajemy ten sam efekt jak dla M Cg n, tzn. dla lipschitzowskiej f

K
o*(f —9) < La((f — 9)*) < C*-)_ |D;| diam®(D;) (5:4)
i=1

i dla g odpowiadajacej réwnomiernemu podziatowi na N podkostek otrzymujemy btad propor-

cjonalny do N—(1/2+1/d)
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W ogélnosci, funkcje g nalezy w praktyce wybieraé¢ tak, aby dobrze aproksymowalta funkcje f.
Oczywiscie, wybor ten musi bazowaé na informacji jaka posiadamy o f.

Na przyklad, dla funkcji r-gtadkich, tzn. dla f € F.(D) mozna w ten sposéb dostaé jeszcze
lepszy wyktadnik. Rzeczywiscie, niech g = gy bedzie kawatkami wielomianem stopnia najwyzej
r — 1 po kazdej zmiennej interpolujacym f, dla rownomiernego podziatu kostki jednostkowej
na N4 podkostek. Z rozdzialu 4 wiemy, ze wtedy dla funkeji f € F-(D) blad interpolacji jest
postaci (zob. twierdzenie 4.2)

[F(F) = 95(@)] < CT"if!T(f) . N-T/d

W konsekwencji, dla tak skonstruowanej metody dostajemy nastepujacy blad oczekiwany.

Twierdzenie 5.4. Dia f € F,(D) mamy

e(f: 30y x) < AP =tz

Dodajmy, ze ]\f/f\ad’ N jest w istocie metoda mieszana, gdyz uzywa wartosci funkcji f obliczanych
w N punktach wybranych deterministycznie oraz w N punktach wybranych losowo.
Zbieznosci N~(/247/d) nie da sie juz poprawi¢ w klasie F,(D). Dokladniej, mozna pokazaé
nastepujace twierdzenie, ktore jest odpowiednikiem twierdzenia 4.4 dla algorytmoéw niedetermi-
nistycznych.

Twierdzenie 5.5. Istnieje ¢ > 0 o nastepujacej wlasno$ci: dla dowolnej (deterministycznej
lub niedeterministycznej) aproksymacji calki wykorzystujacej N wartosci funkcji istnieje f €
Fr([0,1]9) dla ktorej B,(f) = 1, a blad oczekiwany aproksymacji calki wynosi co najmniej
CN_(1/2+T/d).

5.4 Generowanie liczb (pseudo-)losowych

Dotychczas milczaco przyjmowaliSmy, ze umiemy generowaé ciagi
X1, X0, X3, ..., Xy .-

niezaleznych liczb losowych zgodnie z danym rozkladem prawdopodobienstwa. Nie jest to jed-
nak zadanie trywialne. W praktyce obliczeniowej liczby losowe uzyskujemy przez zastosowanie
specjalnych programéw. Poniewaz komputer jest urzadzeniem deterministycznym, tak uzyskane
ciagi nie sg idealnie losowe juz choc¢by dlatego, ze s okresowe. Fakt ten wplywa na pogorszenie
jakosci wyniku i w szczegblnosci powoduje, ze ich uzycie pozwala uzyskaé¢ jedynie kilka liczb
znaczacych, przy czym im wiekszy wymiar d zadania tym gorsza graniczna doktadno$é. Z tych
wzgledéw moéwimy raczej o generatorach liczb pseudo-losowych.

Generowanie liczb pseudolosowych jest bardzo obszernym tematem, my tylko zwrdcimy uwage
na podstawowe metody.

5.4.1 Liniowy generator kongruencyjny

Liniowe generatory kongruencyjne stuza generowaniu ciagéw losowych U; o rozkladzie jedno-
stajnym na odcinku [0, 1] i zdefiniowane sa w nastepujacy prosty sposob. Startujemy z Uy = x
i kolejno obliczamy dla i =1,2,3,...

x; = (axi_1+ c)modm,
Ui xi/m,
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Jako$é takiego generatora zalezy istotnie o wyboru liczb catkowitych a, b i m. W szczgdlnosci
pozadane jest, aby generator mial maksymalny okres m. Jesli ¢ # 0 to warunkami dostatecznymi
na to sa:

(a) c¢im sa wzglednie pierwsze,
(b) jesli p dzieli m to p dzieli a — 1,
(c) jesli 4 dzieli m to 4 dzieli a — 1.

Dostep do dobrego generatora liczb losowych o rozkladnie jednostajnym U ~ Unif([0, 1]) jest
wazny rowniez z tego wzgledu, ze jest on zwykle podstawa dla konstrukcji generatorow ciagdw
o bardziej skomplikowanych rozktadach prawdopodobienstwa.

5.4.2 Odwracanie dystrybuanty i ‘akceptuj albo odrzué’

Jedli znana jest dystrybuanta zadanego rozktadu, czyli funkcja
F(z) := Prob(X < z),
oraz tatwo obliczy¢ jej odwrotno$é zdefiniowana jako
Fl(u) = inf{x : F(x)>u},

to potrzebne ciagi losowe moga by¢ wygenerowane wedlug wzoru

X = FY(U), U ~ Unif([0, 1]).
Rzeczywiscie, mamy

Prob(X < z) = Prob(F~}(U) < z) = Prob(U < F(z)) = F(z).

Na przyklad, jesli F(z) = 1 — e*"/2 to mozma zastosowaé wzér X = \/—2In(0).

Niestety, dla wielu rozkladéw dystrybuanta nie moze byé¢ dokladnie obliczona. Wtedy jakosé
metody zalezy od jako$ci zastosowanej numerycznej aproksymacji funkcji F~1(x).

Inna uniwersalna metoda generowania liczb losowych o dowolnym rozkladzie na R, zwana akcep-
tuj albo odrzué, polega na wykorzystaniu istniejacego ‘dobrego’ generatora liczb innego rozktadu
na R. Doktadniej, zat6zmy, ze dysponujemy generatorem liczb losowych Y zgodnie z rozkladem
o gestosci g, a interesuja nas liczby X pochodzace z rozktadu o gestosci f. Zalézmy ponadto,
z€e

f(z) < c-g(x)

dla pewnej statej ¢ > 0. Wtedy mozemy uzy¢ nastepujacego algorytmu:

{ repeat
generuj Y zgodnie z g;
generuj U ~ Unif([0, 1])
until U < f(Y)/(cg(Y));
return X :=Y
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Aby pokaza¢ poprawnos¢ takiego generatora zauwazmy, ze

Prob(X € A) = Prob(Y e A: U< f(Y)/(cg(Y)))
Prob(Y € A, U < f(Y)/(cg(Y)) )
P(U<fY)/(eg(Y)))

Poniewaz dla a € [0, 1] prawdopodobienstwo, ze U < a wynosi a to

Prob(U < f(V)/(eg¥) = [ LD g(ayar = 1
R cg(x) ¢
i w konsekwencji dostajemy
Prob(X € A) = c¢-Prob(Y € A, U < f(Y)/(cg(Y)))
f (
1\ cgla dr = / f(z) dx.

5.4.3 Metoda Box-Muller dla rozkladu gaussowskiego

Normalny rozktad gaussowski na R o funkcji gestosci

1 2
g(t) Wer

jest najczeéciej stosowanym rozkladem niejednostajnym. Dla rozkladu gaussowskiego bardzo
efektywne okazuja sie algorytmy bazujace na odwracaniu dystrybuanty. Uzywaja one dosé skom-
plikowanych aproksymacji funkcji £~

Prostsza i najbardziej popularna jest metoda Boz-Muller. Generuje ona od razu dwie niezalezne
liczby Z; i Z5 (albo, réwnowaznie, punkt (Z1, Z2) € R? zgodnie z rozktadem normalnym w R?),
na podstawie dwdch liczb losowych o rozkladzie jednostajnym.

Przedstawmy (z,y) € R? we wspéhrzednych biegunowych,

T = T-CoS¢,
y = 7r-siny,

gdzie r € [0,00) 1 ¢ € [0, 27). Metoda polega na wygenerowaniu zmiennych ¢ i r, a nastepnie za-
stosowaniu powyzszego wzoru. Generowanie ¢ jest proste, bo ma rozktad jednostajny. Policzmy
dystrybuante rokladu zmiennej r. Mamy

1

1 2m rR
Prob(r< R) = — e (@ +9?)/2 dz,y) = — / Te_r2/2drd<p
2T Ja24y2<R2 2m Jo Jo

R
- / re " Rdr = —6_7"2/2’1% =1-e 2
0 0
Stad, stosujac metode odwracania dystrybuanty mamy R = /—2InU, U ~ Unif([0, 1]). Ra-
chunki te prowadza do nastepujacego generatora.

{ generuj Uy, Us ~ Unif(]0, 1]);
R := 2InU;; V = 27Usy;
71 == VR cos(V);  Zy := VRsin(V);

return 21, Zo



Rozdziat 6

Metody quasi-Monte Carlo

6.1 Co to sa metody quasi-Monte Carlo?

Metody Monte Carlo potrafia pokonaé przeklenistwo wymiaru, maja jednak réwniez swoje wady.
Najwazniejsze z nich to:

(i) niepewno$¢ wyniku (ktéry ma charakter probablistyczny),
(ii) stosunkowo wolna zbieznosé¢ (praktycznie N—1/2),

(iii) konieczno$¢ stosowania (niekiedy skomplikowanych) generatoréw liczb losowych.

Mozna powiedzieé, ze skoro uzywamy z powodzeniem generatoréw liczb pseudo-losowych, to
implementacje Monte Carlo sa w istocie deterministyczne. Dlatego, wybierajac punkty deter-
ministycznie, ale tak, aby w jaki$ sposob ‘udawaly’ i ‘usrednialy’ wybér losowy, powinniSmy
dosta¢ metode deterministyczna o zbieznosci co najmniej N™Y2. A przy okazji usuneliby$my
dwie z wymienionych wad Monte Carlo.

Takie intuicyjne myslenie wydaje sie nie mieé¢ racjonalnych podstaw, bo przeciez metody deter-
ministyczne podlegaja przeklenstwu wymiaru. Pamietajmy jednak, ze twierdzenie 4.4 o prze-
klenstwie zachodzi w klasie F,.(D) funkcji rézniczkowalnych r razy po kazdej zmiennej. Zwroci-
lidmy na to uwage juz na poczatku rozdziatu 5. Dlatego zasadne jest poszukiwanie pozytywnych
rozwiazan dla funkcji o innej regularnosci.

Quasi-Monte Carlo jest deterministycznym odpowiednikiem klasycznej metody Monte Carlo
dla aproksymacji catek na kostkach,

La(f) = /D f@dz,  D=[0,1)"

Definicja 6.1. Metoda quasi-Monte Carlo polega na przyblizeniu I4(f) $rednia arytmetyczna,

N
- - 1 -
QMCd,N(f) - QMCd,N(tlv s 7tN) = ﬁ : Z f(tj>7
=1
gdzie £1,ts,...,tx sa pewnymi szczegdlnymi punktami w D wybranymi w sposéb determini-

styczny.

Przez dlugi czas od swojego powstania uwazano, ze metody quasi-Monte Carlo sa efektywne je-
dynie dla catek o niskich wymiarach. Dopiero pod koniec lat 90-tych ubieglego wieku zauwazono,

45
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ze daja istotnie lepsze wyniki niz Monte Carlo w obliczaniu wartosci niektérych instrumentow
finansowych. Obecnie quasi-Monte Carlo jest powszchnie uznana i bardzo popularna metoda,
ktorej znaczenie trudno przeceni¢ mimo, ze dotychczas nie udalo sie znalezé pelnego teoretycz-
nego wyttumaczenia jej efektywnosci.

6.2 Dyskrepancja

Rozwazania na temat quasi-Monte Carlo zaczniemy od zdefiniowania pojecia dyskrepancji, ktére
odgrywa fundamentalna role w analizie efektywnosci tych metod.

Dla # = [z1,...,74)" € D niech

0,2) := [0,21) x - x [0, zq)

-,

oznacza d wymiarowy prostokat w D, ‘zakotwiczony’ w zerze. Zakladamy przy tym, ze [6, 0)

0.

Definicja 6.2. Dyskrepancja (z gwiazdka) danego zbioru N punktéw t_; €0,1)%, 1< j <N,
nazywamy wielkosé

DISC(t1,...,ty) = sup |DISCy(&;t1,...,tN)
reD

gdzie

DISCd(f;a,...,{N):IEl...{I)d— N 5
a # A oznacza liczbe elementéw zbioru A.
Poniewaz x1---x4 jest d-wymiarowa objetoscia prostokata [6, Z), dyskrepancja pokazuje jak

dobrze danych N punktéw aproksymuje objetodci tych prostokatow. Rownowaznie, oznaczajac
przez 1 o funkcje charakterystyczna prostokata [0, Z) mamy

L ¢ - #{j:t;e[0,7
/D 1[6,9?)(t) dt =x1-- 24 oraz ¥ zzl 1[575)(tj) _ { TN [ )}
J:

Stad dyskrepancje mozna réwniez interpretowaé jako maksymalny btad aproksymacji funkcji
charakterystycznych prostokatow przez odpowiedni algorytm quasi-Monte Carlo.

Pojecie dyskrepancji zilustrujemy najpierw na przykladzie jednowymiarowym d = 1. Nietrudno
pokazac, ze dla dowolnych t;

1
DISCi(t1,...,tn) > —. .1
SCI( 1, ) N) IN (6 )
Rzeczywiscie, DISCy(z;t1, ..., tn) jako funkcja  ma na kazdym z przedziatéw [0,t1), [tj—1,t;),

2 < j < N, pochodna réowna 1, oraz przyjmuje zero dla x = 0. Zatem, jesli dyskrepancja bytaby
mniejsza od 1/(2N) to mielibySmy

1 .
t1<ﬁ7 tj—tj—1<N7 2<j< N,

a stad
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Otrzymujemy sprzeczno$é, bo dlaty < x <1—1/(2N)

1 1
DI 2 PR 1—-—)-1=———.
SCl(xvth 7tN) < ( 2 ) IN

Z dowodu wynika, ze réwnosé¢ w (6.1) zachodzi jedynie dla réwnomiernego rozmieszczenia punk-
téw,
= ﬂ
J N
W tym przypadku algorytm QMC, y redukuje si¢ do zasady punktu srodkowego.

., 1<j<N.

7 punktu widzenia praktycznych obliczenn dobrze byloby mieé¢ ciag nieskonczony
t1,t2,. .., tp,... C [0,1)

i konstruowadé kolejne aproksymacje uzywajac N poczatkowych wyrazéw tego ciagu. Ciekawe,
ze wtedy zbieznoéé N~! nie moze byé zachowana. Dokladniej, mozna pokazaé istnienie ¢ > 0
takiego, ze dla kazdego ciagu nieréwnosé

In N
N

DISCT(tl, R ,tN) > c

zachodzi dla nieskonczenie wielu N.

Analiza dyskrepancji w wymiarach d > 2 just duzo bardziej skomplikowana. Na razie ograni-
czymy sie do zauwazenia, ze siatka rownomierna jest fatalnym wyborem. Doktadniej, niech

e = Bt 1<ji<n,1<i<d,

bedzie réwnomiernym rozkladem N = n? punktéw w D. Rozpatrzenie prostokata

[0,55) x [0,1) x --- x [0,1)

) 2n

d—1

wystarcza, aby sie przekonaé, ze wtedy dyskrepancja wynosi co najmniej % = %N —1/d,

6.3 Btlad quasi-Monte Carlo

6.3.1 Formula Zaremby

Jesli f:]0,1] — R jest funkcja rézniczkowalna to dla kazdego x mamy

f@) = 10~ [ F0de = 10~ [ 1 50 (6.2)

Wzor ten uogdlnimy na przypadek funkcji wielu zmiennych w nastepujacy sposéb.

Najpierw wprowadzimy kilka niezbednych oznaczen. Dla podzbioru indekséw U,
0 #£U C{1,2,...,d},

niech Dy = [0, 1]‘U‘7 gdzie |U]| jest liczba elementéw w U. Niech dalej ¥y € Dy bedzie wektorem
powstalym z wektora ¥ = [x1, x2, ..., 7q]T € D poprzez usuniecie wspétrzednych z; z j ¢ U, a
(Zy;1) € D wektorem, ktorego j-ta wspolrzedna wynosi x; dla j € U oraz wynosi 1 dla j ¢ U.
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Na przyklad, jesli d = 5 i U = {1,4} to dla & = [x1, 72,23, 24, 25)7 mamy Ty = |21, 24]7 i
(Zy;1) = [21,1,1, 24, 1]T.
W konicu, niech

olulf
[ljev Ouy

bedzie skrétowym zapisem odpowiedniej pochodnej mieszanej funkeji f.

fo =

Lemat 6.1. Jesli funkcja f : D — R ma ciagle pochodne czastkowe mieszane f{; dla wszystkich
0#£UC{1,2,...,d} to

f(@) Z 1Y 5 L, 1y (20) fU(Z031) d2y, reD (6.3)

T=1,1,...,1] eR?).

Dowdd. Dowédd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem d. Dla d = 1 réwnosé (6.3) jest
réwnowazna (6.2). Niech wiec d > 2. Stosujac zalozenie indukcyjne do f z ustalona ostatnia
wspolrzedna 4 mamy

(@) = [(Za;1) Z v Dy Lz, 1) (Bv) fy (v, 2 1) d2v,

C {1,2,. — 1}. Stosujac dalej wzoér (6.2) ze

gdzie sumowanie jest po wszystkich () # V
)i fi(Zv, xa; )dostajemy

wzgledu na x4 odpowiednio do f(¥g; 1

-,

f@ = £ [ ) (@) S (i) a2

+(=)V b, L) () S (s 1) div

Vu{d o >, : 2
+ Z I U{ }| A l(fvu{d}»ivu{d}] (ZVU{d}) f‘l/u{d} (ZVU{d}a 1) dZVU{d}.
VU{d} votdy

Teraz wystarczy poréwnaé otrzymana formule do prawej strony (6.3). Drugi sktadnik odpowiada
U = {d}, trzeci sktadnik podzbiorom U # () do ktérych nie nalezy d, a czwarty podzbiorom U
takim, ze d € U i |U| > 2. O

Zauwazmy, ze rozwijajac f(%) i f(t;) zgodnie ze wzorem (6.3) mamy

| 1@ di = £(3) +2 0" U(/Dl@U,fU](ZU)df) Jir (G 1) 2,

N
%fo F@) + > (-l ( Zl ()To] € ) Fir (s 1) dzp.
U

Jj=1

=

Poniewaz warto$¢ funkcji charakterystycznej odcinka (@,b] w punkcie € jest réwna wartosci
funkcji charakterystycznej odcinka [0, ¢) w punkcie @ to

/Dl(fUiU](ZU) dz = /D 1[0U72U)<mU) diy = H 25,

jeUu
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N
Nzlw o] f#{ 3(@)U€[6U75U)}:%#{j: e [0, (25 1)) b

J=1

Stad otrzymujemy nastepujaca formule Zaremby na btad quasi-Monte Carlo:

La(f) = QMCy () = (=) [ DISCq ((Fus Vs, n) - fp(Fs ) dZu. (64)

U Dy

6.3.2 Nierownosé¢ Koksmy-Hlawki

Oznaczmy przez Vq(D) klase funkeji f : D — R, ktérych pochodne mieszane f{; istnieja i sa
ciagle dla wszystkich ) # U C {1,...,d}.

Definicja 6.3. Wahaniem (w sensie Hardy-Krause) funkcji f € Vy(D) nazywamy wielko$é
=% [ et )] dav.
v JPu

Zauwazmy, ze dla d = 1,

1 k
:/0 If(z)|dz = sup{2|f(zj)f(zj1)| : k>170220<z1<...<z;€:1}
j=1

jest wahaniem funkcji w klasycznym sensie. Nastepujace bardzo wazne oszacowanie bltedu me-
tody quasi-Monte Carlo nosi nazwe nierownosci Koksmy-Hlawksi.

Twierdzenie 6.1. Jesli f € V(D) to blad metody quasi-Monte Carlo
1N
MC = f(&)

QMCy N (f =N g

dla aproksymacji calki 1g = [, f(Z)dZ szacuje sie przez
[La(f) = QMCy x(f)| < DISCH(E, ... Ev) - Valf).
Dowdd. Nieréwnosé wynika natychmiast z formuly Zaremby (6.4), bowiem
1f) = QMCan (] < 3 / \DIscd ((Gos Vs, )| - 1 (Gs 1) dz
< DISCj(t, .. ., Z/ | (Zus 1)| dzu.

O]

W nieréwnosci Koksmy-Hlawki czynnik bledu Vy(f) zalezny jedynie od funkcji jest oddzielony
od czynnika btedu DISC}(ty, ..., ty) zaleznego od wyboru punktéw. O ile nie mamy wplywu
na wahanie funkcji, mozemy staraé¢ sie wybraé¢ punkty f; tak, aby zminimalizowaé¢ ich dyskre-
pancje. Zasadnicze pytanie brzmi: jak mala moze by¢ dyskrepacja? W szczegdlnodci, czy mozna
wybra¢ nieskoniczony ciag punktéw tak, ze oparte na nim algorytmy quasi-Monte Carlo pokonuja
przeklenstwo wymiaru w klasie V;(D)?
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Na miejscu jest teraz uwaga, ze dzieki obecnosci pochodnych mieszanych rozumowanie analo-
giczne do tego z dowodu twierdzenia 4.4 prowadzi w klasie funkcji f € V(D) z V(f) < 1 jedynie
do oszacowania z dotu bledu przez ¢cN~! (a nie eN~7/9).

Okazuje sie, ze pelne odpowiedzi na zadane pytania nie sg znane. Najlepsze ciagi nieskonczone
Ff, t_;, e ,f:';, ... spelniaja nieréwnoéé

In¢ N
N )

DIscg(Ff,...,ﬁ*V) < Oy N=1,203,...,

gdzie Cy > 0 nie zalezy od N.

Wydaje sie wiec, ze w klasie V(D) metody quasi-Monte Carlo daja istotnie lepsze wyniki od
Monte Carlo, bo blad nie tylko jest deterministyczny, ale tez dla f € V4(D) zbiega do zera
duzo szybciej, tzn. blad jest rzedu N~1T¢ dla dowolnego ¢ > 0 w przypadku quasi-Monte
Carlo, oraz N™Y/2 w przypadku Monte Carlo. Nie do konca jest to prawda. Zauwazmy bowiem,
ze w praktycznych obliczeniach wnioski asymptotyczne nie maja zastosowania, gdy wymiar
d jest bardzo duzy. Wtedy czynnik C;In? N moze mieé istotne znaczenie i wrecz sprawiaé,
ze nieréwnos¢ Koksmy-Hlawki staje sie bezuzyteczna. Dodatkowo, dobre oszacowanie Cy jest
wyjatkowe trudne.

A jednak metody quasi-Monte Carlo sa z powodzeniem stosowane w praktyce obliczeniowej
nawet dla duzych wymiaréw d. Istnieje wiele hipotez tworzonych w celu wyjasnienia tego pozor-
nego paradoksu. Jedna z najbardziej popularnych i juz do$é¢ dobrze uzasadnionych teoretycznie
moéwi, ze w praktyce mamy co prawda do czynienia z funkcjami bardzo wielu zmiennych, ale
istotnych jest jedynie kilka zmiennych albo grupy kilku zmiennych. Matematycznie oznacza to,
ze w odpowiadajacych tym zalozeniom przestrzeniach zachodza duzo mocniejsze odpowiedniki
nierownosci Koksmy-Hlawki.

6.4 Ciagi o niskiej dyskrepancji
Definicja 6.4. Ciag nieskoficzony t1,ts,13,... nazywamy ciggem o niskiej dyskrepancji jesli
istnieje C'y > 0 taka, ze dla wszystkich N

In® N
o

DISC; (1, v ) < Cq

Istnieje bardzo duzo efektywnych konstrukcji ciagéw punktéw o niskiej dyskrepancji. Teraz
poznamy jedynie kilka najbardziej popularnych z nich.

6.4.1 Ciag Van der Corputa

Niech b > 2 bedzie ustalona liczba naturalna. Wtedy dowolna liczbe naturalna n mozna jedno-
znacznie przedstawi¢ w postaci

0 .
n = ajn)t,
§=0
gdzie a; € {0,1,...,b—1} i tylko dla skoniczonej liczby indekséw j mamy a; # 0. Méwiac inaczej,

a; sa kolejnymi cyframi rozwiniecia liczby n w bazie b. Wykorzystujac powyzsze rozwiniecie
funkcje radykalnej odwrotnosci ¢y : {0,1,2,...} — [0,1) definujemy jako

Up(n) = i aj(n)b=UTD,
j=1
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Na przyktad, dla bazy b = 2 mamy 13 = 2° 422 423 = (1101)2, czyli ¥2(13) = %—1— % + 1—16 = %.

Kolejne wartosci radykalnej odwrotnodci,

Yo(1),¥p(2), ..., ¥u(n), .-,
tworza jednowymiarowy ciag Van der Corputa. Dla b = 2 kolejne punkty ciagu wynosza wiec

11315371 9 5 13 3 11 7 15 1 17

27448 8 8 8 167167 16° 16" 16’ 16 16" 16’ 327 32" "~

Ciag Van der Corputa jest ciagiem o niskiej dyskrepancji dla dowolnie dobranej bazy b, tzn.
dyskrepancja N poczatkowych wyrazéw szacuje sie z gory przez CyIn N/N. Zauwazmy jednak,
ze dla N = b* — 1, k > 1, dostajemy réwnomierne rozmieszczenie punktéw, tzn. tworza one
zbiér {j/(N +1) : 1 < j < N}, ktérego dyskrepancja wynosi (N + 1)~!. Stad, pozadane sa
raczej mniejsze bazy b; im wicksze b tym rzadziej ze wzgledu na N osiagana jest dyskrepancja
proporcjonalna do 1/N.

6.4.2 Konstrukcje Haltona i Sobol’a

Jednowymiarowy ciag Van der Corputa jest podstawa konstrukcji wielu ciagéw w wyzszych
wymiarach d. Jedna z nich prowadzi do ciagu Haltona {hj}r>1, ktérego k-ty punkt wynosi

]_ik = [¢b1 (k)v ¢b2 (k)7 SRR 77Z)bal (k)]T :

Liczby b1,...,bq sa tu danymi bazami. Od razu zauwazamy, ze wybor by = --- = by nie jest
dobry, bo prowadzi do siatki réwnomiernej w [0, 1)%, zob. rozdziat 6.2. Jesli jednak b; sa liczbami
pierwszymi to {f_ik}/@l jest juz ciagiem o niskiej dyskrepancji.

Minusem konstrukcji Haltona jest to, ze dla duzych wymiaréw d bazy by tez sa duze co, jak wcze-
$niej zauwazyliSmy, nie jest korzystne. Problemu tego unika bardziej skomplikowana konstrukcja
Sobol’a, gdzie na kazdej zmiennej pracujemy z ta sama baza b = 2.

Idee konstrukeji ciagu Sobol’a {5} }x>1 przedstawimy najpierw zakladajac d = 1. Niech
a(k) = [ao(k),...,ar_1(k)]"
bedzie wektorem kolejnych bitéw w rozwinieciu dwojkowym liczby k,

k = ao(k‘) + 2&1(1€> + -+ 2r*1a,ﬂ_1(k).

Wtedy
(k) | ya(k) yr (k)
Sk = T + 1 +--+ or
gdzie
y1(k) ao(k)
k ai(k
i I I
yr (k) ar—1(k)

a V jest specjalnie dobrana macierza o elementach 0 i 1, zwana macierza generujaca. (Zauwazmy,
ze jesli V' jest identycznosScia to otrzymany ciag jest ciagiem Van der Corputa.)

Oznaczajac V = [1,. .., ¥,] mozemy réwnowaznie zapisaé

y(k) = ao(k) - 01 ® - D ar—1(k) - Uy,
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gdzie @ jest operacja XOR, czyli dodawaniem bitéw modulo 2,
0p0=0, 0pl1=1, 10=1, 1H1=0.

Dla d > 2, kolejne wspdlrzedne punktu 5 wyliczane sa wedlug powyzszej recepty, ale uzywajac
réznych macierzy generujacych V. I wlasnie problem wyboru macierzy generujacych tak, aby
otrzymac ciag o niskiej dyskrepancji jest istota konstrukcji Sobol’a. Dodajmy, ze jest to problem
wysoce nietrywialny.

6.4.3 Sieci (t,m,d) i ciagi (¢,d)

Dla b > 2 definiujemy b-prostokat w [0,1)? jako

ar a;—1 ag aq—1
pe e ) e i)
gdzie j; € {0,1,2,...}, a; € {0,1,...,0i71} 1 < i < d. Na przyklad, jeSlid = 1ib = 2

to przedzialy [3/4,1) i [3/4,7/8) sa b-prostokatami, ale nie jest nim [5/8,7/8). Zauwazmy, ze
objeto$é b-prostokata wynosi b~ U1t +ia),

Definicja 6.5. Niech b > 210 < ¢ < m. Siecia (¢, m,d) w bazie b nazywamy zbiér b punktéw
w [0,1)% o wiasnoéci, ze w kazdym b-prostokacie o objetosci b~ znajduje sie dokladnie b’
punktéw tego zbioru.

Moéwiac inaczej, sie¢ (t,m,d) doktadnie pokazuje objetoéci b-prostokatéw poprzez iloraz bt /b™
liczby punktéw, ktére naleza do prostokata do liczby wszystkich punktow.

Definicja 6.6. Ciag nieskoficzony 1,3, ... w [0,1)¢ nazywamy ciagiem (t,d) w bazie b jesli dla
wszystkich m >¢1j=0,1,2,... segment

{t} L < i< (j+1)bm}
jest siecia (t,m,d) w bazie b.
Nastepujace twierdzenie jest podstawa wielu konstrukcji ciagdéw o niskiej dyskrepancji.
Twierdzenie 6.2. Kazdy ciag (t,d) w bazie b jest ciagiem o niskiej dyskrepancyi.
Pokazanie konkretnych konstrukeji ciagéw (t,d) wykracza poza ramy tego wykladu. Powiemy

tylko, ze szczegblne wybory macierzy generujacych w konstrukcji Sobol’a prowadza do ciagéow
(t,d). Inne konstrukcje naleza do Faure’a, Niederreitera, Tezuki i in.
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