
Seria zadań domowych - fl, normy, rozkład LU
Zadanie 1 Chcemy obliczyć funkcję f(x) = exp(107x) w arytmetyce pojedynczej precyzji.

Policz (przybliżony i względny) współczynnik uwarunkowania zadania dla x ∈
[−10, 10] i określ czy obliczanie w tej arytmetyce fl wartości f dla x = −6 jest
dobrze uwarunkowane ze względu na błąd względny?

Zadanie 2 Chcemy w fl obliczyć f(x) = 2x −
√

4x2 + 7. Rozpatrzmy dwa algorytmy: w
pierwszym liczymy:

f :=
√

4x2 + 7; f := 2x− f ;

a w drugim:

f :=
√

4x2 + 7; f := −7.0/(2x+ f);

Który z nich należy zastosować do obliczenia w arytmetyce fl pojedynczej precyzji
f(107)? (Podać krótkie uzasadnienie - 1-2 zdania - nie trzeba formalnie dowodzić
oszacowań)

Zadanie 3 Pokaż, że następujące algorytmy obliczania: 4a2 − b2 są numerycznie poprawne:
Algorytm 1: w1 = 4∗a∗a;w2 = b∗b;w = w1−w2. Algorytm 2: w1 = 2∗a−b;w2 =
2 ∗ a+ b;w = w1 ∗ w2.

Zadanie 4 Chemy obliczyć wartość funkcji f(x) = x3 − 3x2 + 3x − 1 = (x − 1)3 dla x =
1 + 10−6. Policz współczynnik uwarunkowanie tego zadania dla tego x i określ czy
jest duży/mały w pojedynczej precyzji.

Do obliczania f(x) zastosowano 2 algorytmy: alg 1: w1 = (x−1) i w = w1∗w1∗w1;
alg 2: w = −1, w = w + 3 ∗ x, w = w − 3 ∗ x ∗ x i w = w + x ∗ x ∗ x
Pokaż że jeden z nich jest numerycznie poprawny. (Co do drugiego nie wiadomo...)

Zadanie 5 Pokaż, że następujący naturalny algorytm obliczania: iloczynu skalarnego dwóch
wektorów x, y ∈ RM tzn. xTy =

∑M
k=1 x(k)y(k) jest numerycznie poprawny tzn.

obliczamy

s=x (1)∗ y ( 1 ) ;
for k=2:M,

s=s+x(k )∗y (k ) ;
endfor

Zadanie 6 Pokaż, że następujący naturalny algorytm obliczania iloczynu macierz kwadratowej
A ∈ RM,M i wektora x,∈ RM tzn. y = Ax : jest numerycznie poprawny:

for j =1:M,
y ( j )=0;
for k=1:M,

y ( j )=y ( j )+A( j , k )∗x (k ) ;
endfor

endfor

Wskazówka: w(j) jest iloczynem skalarnym j−tego wiersza A z x.
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Zadanie 7 (trudne) Pokaż, że następujący naturalny algorytm obliczania: cosinusa kąta dwóch
wektorów x, y ∈ RM tzn. cos(x, y) = xT y√

xT x
√
yT y

jest numerycznie poprawny:

(a) a =
√∑M

k=1 x
2
k, b =

√∑M
k=1 y

2
k

(b) c =
∑M

k=1 xkyk

(c) w = c/(a ∗ b)

Zakładamy że wynikiem funkcji pierwiastek w arytmetyce fl jest fl(
√
x) = x(1 + ε)

dla |ε| ≤ ν i obliczanie iloczynu skalarnego wT z jest standardowe jak w zadaniu na
NP obliczania iloczynu skalarnego.

Zadanie 8 Mamy układ równań liniowych Ax = f z wektorem prawej strony f = (f1, . . . , fn)T i
Amacierzą rzeczywistą n×n, mającą elementy niezerowe tylko w ostatniej kolumnie
i na 3 głównych diagonalach tzn:

A =



a1 c1 0 · · · 0 d1

b1 a2 c2
... d2

0
. . . . . . . . . 0

...
... bn−3 an−2 cn−2 dn−2

bn−2 an−1 cn−1
0 · · · 0 bn−1 an


silnie diagonalnie dominującą wierszowo. Opisz w pseudokodzie algorytm rozwiązy-
wania tego układu będący odpowiednią wersją eliminacji Gaussa (rozkładu LU) bez
wybory elementu głównego możliwie niskim koszcie względem n. Podaj ten koszt
(jako Cnp +O(np−1) dla stałej dodatniej C i p naturalnego).

Zadanie 9 Treść jak w zadaniu 8 ale dla

• układu równań liniowych ATx = f z A z zadania 8,

• układu równań następującej postaci:

bkxk−1 + akxk + ckxk+1 = fk k = 1, . . . , n,

przyjmując, że x0 = xn i xn+1 = x1, tzn. macierz jest trójdiagonalna + 2
elementy niezerowe w 2 pozostałych rogach. Współczynniki ak, bk, ck, fk dane.

Zadanie 10 Sprawdź czy dla macierzy

A =

1 0 2
1 3 3
1 −3 0


istnieje rozkład LU a jeśli tak to go wyznacz (przyjmując że macierz L ma jedynki
na diagonali). Jeśli nie to wyznacz za pomocą algorytmu eliminacji Gaussa z czę-
ściowym wyborem elementu głównego (częściowym osiowaniem) macierz permutacji
P oraz czynniki rozkładu tak aby ten rozkład istniał dla PA.
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Zadanie 11 Dla wektora rzeczywistego x = (xi)
m
i=1 definiujemy |x| = (|xi|)mi=1. Dla norm p-tych

zachodzi zawsze ‖x‖p = ‖|x|‖p. Czy istnieje norma ‖ · ‖ w R2 dla której istnieje
wektor x taki, że ‖x‖ 6= ‖|x|‖? Uzasadnij (w przypadku na tak podaj definicję
normy).

Zadanie 12 Dla macierzy rzeczywistej A = (aij)i,j n× n zdefiniujmy |A| = (|aij|)ij.

(a) Czy dla normy Frobeniusa, maksimum i pierwszej zachodzi równość norm A
i |A|? Wsk: Istnieją proste wzory na te normy zależne od współczynników
macierzy.

(b) Pokaż np wprost z definicji normy indukowanej, że

‖A‖2 ≤ ‖|A|‖2.

(c) (trudne) Podaj kontrprzykład, że odwrotna nierówność nie zawsze zachodzi.
Wsk: Można skonstruować kontrprzykład A = AT 2× 2 korzystając ze wzoru:
‖A‖2 = ρ(A) - dla A = AT . Tu ρ(A) moduł największej co do modułu wartości
własnej A.

Zadanie 13 Dla macierzy A wymiaru 10 × 10 z Zadania 8 dla ak = dk = −bk = −ck = 1 dla
wszystkich odpowiednich k, oblicz indukowaną normę maksimum i normę pierwszą
tzn. ‖A‖∞ i ‖A‖1 i wyznacz takie dwa niezerowe wektory x1 i x2, że ‖x1‖∞‖A‖∞ =
‖Ax1‖∞ i ‖x2‖1‖A‖1 = ‖Ax2‖1. Czy wektory xk są wyznaczone w obu przypadkach
jednoznacznie (z dokładnością do mnożenia przez −1)?

Zadanie 14 Podaj przykład normy ‖·‖ w R2 dla której optymalne stałe równoważności z normą
drugą to 1 i 1050 tzn. :

∀x ‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤ 1050‖x‖2

i dla pewnych niezerowych wektorów zachodzą równości zamiast nierówności.

Zadanie 15 Po rozwiązaniu w arytmetyce fl pewnego układu równań w n-wymiarach Ax∗ = b
otrzymano x̂ przybliżenie rozwiązania dla którego zachodzi oszacowanie ‖x̂−x∗‖ ≤
10−16w pewnej normie w Rn. Czy zawsze prawdziwe jest wtedy oszacowanie w
normie drugiej ‖x̂− x∗‖2 ≤ 10−16 jeśli:

(a) n = 3 ale nic nie wiemy o normie ‖ · ‖ (poza tym, że to norma w Rn)

(b) n = 100 a jest to norma maximum tzn. ‖ · ‖ = ‖ · ‖∞.
(c) n = 100 a jest to norma pierwsza tzn. ‖ · ‖ = ‖ · ‖1.

Zadanie 16 Znajdź możliwe duże c > 0 i możliwie małe C > 0, być może zależne od k, że dla
normy wektorowej w Rk: ‖~x‖ =

√∑k
j=1 j

−1|xj|2 zachodzi

∀~x ∈ Rk c‖~x‖2 ≤ ‖~x‖ ≤ C‖~x‖2

Stałe c, C nazywamy stałymi równoważności między normą drugą a normą ‖ · ‖.
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Zadanie 17 Pokaż że dla x ∈ Rn:

‖x‖2 = sup
y 6=0

xTy

‖y‖2
, ‖x‖1 = sup

y 6=0

xTy

‖y‖∞
, ‖x‖∞ = sup

y 6=0

xTy

‖y‖1

czy ogólniej (trudne) że ‖x‖q = supy 6=0
xT y
‖y‖p dla dowolnych p, q ≥ 1 takich, że

1
p

+ 1
q

= 1.
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