
Numeryczna algebra liniowa

Tzn.: ukªady równa« liniowych, uwarunkowanie i normy macierzy, LZNK, numeryczne zadanie
wªasne.

Zadanie 1 Mamy ukªad równa« liniowych Ax = f z wektorem prawej strony f = (f1, . . . , fn)T i
Amacierz¡ rzeczywist¡ n×n, maj¡c¡ elementy niezerowe tylko w ostatniej kolumnie
i na 3 gªównych diagonalach tzn:

A =



a1 c1 0 · · · 0 d1

b1 a2 c2
... d2

0
. . . . . . . . . 0

...
... bn−3 an−2 cn−2 dn−2

bn−2 an−1 cn−1

0 · · · 0 bn−1 an


silnie diagonalnie dominuj¡c¡ wierszowo. Opisz w pseudokodzie algorytm rozwi¡zy-
wania tego ukªadu b¦d¡cy odpowiedni¡ wersj¡ eliminacji Gaussa (rozkªadu LU) bez
wybory elementu gªównego mo»liwie niskim koszcie wzgl¦dem n. Podaj ten koszt
(jako Cnp +O(np−1) dla staªej dodatniej C i p naturalnego).

Zadanie 2 Tre±¢ jak w zadaniu 1 ale dla

• ukªadu równa« liniowych ATx = f z A z zadania 1,

• ukªadu równa« nast¦puj¡cej postaci:

bkxk−1 + akxk + ckxk+1 = fk k = 1, . . . , n,

przyjmuj¡c, »e x0 = xn i xn+1 = x1, tzn. macierz jest trójdiagonalna + 2
elementy niezerowe w 2 pozostaªych rogach. Wspóªczynniki ak, bk, ck, fk dane.

Zadanie 3 Sprawd¹ czy dla macierzy

A =

1 0 2
1 3 3
1 −3 0


istnieje rozkªad LU a je±li tak to go wyznacz (przyjmuj¡c »e macierz L ma jedynki
na diagonali). Je±li nie to wyznacz za pomoc¡ algorytmu eliminacji Gaussa z cz¦-
±ciowym wyborem elementu gªównego (cz¦±ciowym osiowaniem) macierz permutacji
P oraz czynniki rozkªadu tak aby ten rozkªad istniaª dla PA.

Zadanie 4 Dla macierzy A wymiaru 10 × 10 z Zadania 1 dla ak = dk = −bk = −ck = 1 dla
wszystkich odpowiednich k, oblicz indukowan¡ norm¦ maksimum i norm¦ pierwsz¡
tzn. ‖A‖∞ i ‖A‖1 i wyznacz takie dwa wektory x1 i x2, »e ‖A‖∞ = ‖Ax1‖∞ i
‖A‖1 = ‖Ax2‖1. Czy wektory xk s¡ wyznaczone w obu przypadkach jednoznacznie
(z dokªadno±ci¡ do mno»enia przez −1)?

Zadanie 5 Podaj przykªad normy ‖·‖ w R2 dla której optymalne staªe równowa»no±ci z norm¡
drug¡ to 1 i 1050 tzn. :

∀x ‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤ 1050‖x‖2

i dla pewnych niezerowych wektorów zachodz¡ równo±ci zamiast nierówno±ci.



Zadanie 6 Po rozwi¡zaniu w arytmetyce � pewnego ukªadu równa« w n-wymiarach Ax∗ = b
otrzymano x̂ przybli»enie rozwi¡zania dla którego zachodzi oszacowanie ‖x̂−x∗‖ ≤
10−16w pewnej normie w Rn. Czy zawsze prawdziwe jest wtedy oszacowanie w
normie drugiej ‖x̂− x∗‖2 ≤ 10−16 je±li:

(a) n = 3 ale nic nie wiemy o normie ‖ · ‖ (poza tym, »e to norma w Rn)

(b) n = 100 a jest to norma maximum tzn. ‖ · ‖ = ‖ · ‖∞.
(c) n = 100 a jest to norma pierwsza tzn. ‖ · ‖ = ‖ · ‖1.

Zadanie 7 Znajd¹ mo»liwe du»e c > 0 i mo»liwie maªe C > 0, by¢ mo»e zale»ne od k, »e dla

normy wektorowej w Rk: ‖~x‖ =
√∑k

j=1 j
−1|xj|2 zachodzi

∀~x ∈ Rk c‖~x‖2 ≤ ‖~x‖ ≤ C‖~x‖2

Staªe c, C nazywamy staªymi równowa»no±ci mi¦dzy norm¡ drug¡ a norm¡ ‖ · ‖.

Zadanie 8 Znajd¹ oszacowania (postaci O(np) dla p = 0, 1, 2, 3 z mo»liwie maªym p niezale»-
nym od Q) wspóªczynnika uwarunkowania dla dowolnej macierzy ortogonalnej Q
n×n (tzn. Q−1 = QT ) w normach: drugiej, maximum i pierwszej. (indukowanych)

Zadanie 9 Niech R1 = (rij) macierz górnotrójk¡tna n × n taka »e rij = 1 j ≥ i czyli macierz
górnotrójk¡tna ze wszystkimi elementami na diagonali i nad-diagonal¡ równymi
jeden, a R2 = R1−2∗I te» górnotrójk¡tna ale z jedynkami nad-diagonal¡ ale minus
jeden na diagonali. Policz wspóªczynnik uwarunkowania Rk w normie pierwszej.
Czy zale»y od n? A je±li tak to jak?

Zadanie 10 Poka» »e dla x ∈ Rn:

‖x‖2 = sup
y 6=0

xTy

‖y‖2
, ‖x‖1 = sup

y 6=0

xTy

‖y‖∞
, ‖x‖∞ = sup

y 6=0

xTy

‖y‖1

czy ogólniej (troch¦ trudniejsze) »e ‖x‖q = supy 6=0
xT y
‖y‖p dla dowolnych p, q ≥ 1 takich,

»e 1
p

+ 1
q

= 1.

Zadanie 11 W wyniku 1 kroku metody Householdera dla macierzy A otrzymano macierz postaci

H1 ∗ A =

4 −1 0
0 −3 5
0 4 0


dla H1 macierzy Householdera z wektorem Householdera w1 = (1; 0; 1)T .

(a) Wyznacz wektor HouseholderaH2 taki, »eH2H1A = R macierz górnotrójk¡tna

(b) Policz A.

(c) Policz macierz R.

(d) Wyznacz pierwsz¡ kolumn¦ macierzy A−1.

Zadanie 12 Rozpatrzmy macierz zapisan¡ w formie blokowej A =

(
H ~b
~bT a

)
, gdzie H macierz

Householdera m×m dla danego wektora Householdera ~x 6= 0 (zakªadamy »e H nie

jest utworzona - znamy tylko wektor Householdera), ~b wektor wymiaru m i a skalar.
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(a) Zaproponuj algorytm rozwi¡zania ukªadu równa« liniowych Ay = f mo»li-
wie niskim kosztem przy zaªo»eniu, »e A nieosobliwa. Oszacuj ten koszt w
terminach O(np) dla p = 1, 2, 3, . . ..

(b) Podaj mo»liwy do sprawdzenia warunek na a, aby A byªa nieosobliwa (dla

zadanych ~b i ~x)

Zadanie 13 Dla danych m ró»nych punktów (xk, yk) okre±lamy krzyw¡ y − a ∗ x2 − b = 0 (a, b,
parametry krzywej) jako najlepiej pasuj¡c¡ do tych punktów je±li:

m∑
k=1

|yk − a ∗ x2
k − b|2 = min

c,d

m∑
k=1

|yk − c ∗ x2
k − d|2

Sformuªuj zadanie znalezienia parametrów takiej krzywej jako liniowe zadanie naj-
mniejszych kwadratów (LZNK) dla danychm punktów. Okre±l jakie warunki musz¡
speªnia¢ punkty aby to zadania miaªo jednoznaczne rozwi¡zanie dla m ≥ 0. Wy-
znacz koszt rozwi¡zania tego LZNK zadania przy pomocy algorytmu Householdera
wzgl¦dem m tzn. jako CHm

p + O(mp−1) dla CH staªej dodatniej i p wykªadnika
naturalnego.

Zadanie 14 Dla macierzy

A =

(
10 1
1 11

)
(a) znajd¹ wektory i warto±ci wªasne (wektory o normie drugiej jeden),

(b) czy ci¡g wektorów (o normie drugiej jeden) generowany przez metod¦ pot¦gow¡
zbiegnie dla x0 = 1√

2
∗ (1, 1)T - ewentualnie czy istnieje podci¡g zbie»ny w tym

ci¡gu? Je±li tak, to policz odpowiednie granice.

(c) okre±l czy ci¡g iteracji parzystych x2k (o unormowanych w normie drugiej) dla
metody odwrotnej pot¦gowej z parametrami a1 = 0 i a2 = 10 zbiegnie dla
x0 = 1√

2
∗ (1, 1)T . Okre±l granice ilorazów Reynoldsa dla {xk}k i wyj±ciowej

macierzy A o ile zachodzi zbie»no±¢.

Zadanie 15 Wykonaj jeden krok czystej metody QR dla zadania wªasnego dla macierzy z za-
dania 14. Okre±l czy ci¡g macierzy generowanych czyst¡ metod¡ QR zbiegnie do
macierzy diagonalnej - je±li tak to okre±l elementy diagonali tej macierzy (kolejno±¢
niewa»na).
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