
Ukªady równa« liniowych, LZNK, normy macierzy.

Zadanie 1 Mamy ukªad równa« liniowych Ax = f z wektorem prawej strony f = (f1, . . . , fn)T i
Amacierz¡ rzeczywist¡ n×n, maj¡c¡ elementy niezerowe tylko w ostatniej kolumnie
i na 3 gªównych diagonalach tzn:

A =



a1 c1 0 · · · 0 d1

b1 a2 c2
... d2

0
. . . . . . . . . 0

...
... bn−3 an−2 cn−2 dn−2

bn−2 an−1 cn−1

0 · · · 0 bn−1 an


silnie diagonalnie dominuj¡c¡ wierszowo. Opisz w pseudokodzie algorytm rozwi¡zy-
wania tego ukªadu b¦d¡cy odpowiedni¡ wersj¡ eliminacji Gaussa (rozkªadu LU) bez
wybory elementu gªównego mo»liwie niskim koszcie wzgl¦dem n. Podaj ten koszt
(jako Cnp +O(np−1) dla staªej dodatniej C i p naturalnego).

Zadanie 2 Dla danych m ró»nych punktów (xk, yk) okre±lamy krzyw¡ y − a ∗ x2 − b = 0 (a, b,
parametry krzywej) jako najlepiej pasuj¡c¡ do tych punktów je±li:

m∑
k=1

|yk − a ∗ x2
k − b|2 = min

c,d

m∑
k=1

|yk − c ∗ x2
k − d|2

Sformuªuj zadanie znalezienia parametrów takiej krzywej jako liniowe zadanie naj-
mniejszych kwadratów (LZNK) dla danychm punktów. Okre±l jakie warunki musz¡
speªnia¢ punkty aby to zadania miaªo jednoznaczne rozwi¡zanie dla m ≥ 0. Wy-
znacz koszt rozwi¡zania tego LZNK zadania przy pomocy algorytmu Householdera
wzgl¦dem m tzn. jako CHm

p + O(mp−1) dla CH staªej dodatniej i p wykªadnika
naturalnego.

Zadanie 3 Dla macierzy A wymiaru 10 × 10 z Zadania 1 dla ak = dk = −bk = −ck = 1 dla
wszystkich odpowiednich k, oblicz indukowan¡ norm¦ maksimum i norm¦ pierwsz¡
tzn. ‖A‖∞ i ‖A‖1 i wyznacz takie dwa wektory x1 i x2, »e ‖A‖∞ = ‖Ax1‖∞ i
‖A‖1 = ‖Ax2‖1. Czy wektory xk s¡ wyznaczone w obu przypadkach jednoznacznie
(z dokªadno±ci¡ do mno»enia przez −1)?

Zadanie 4 Znajd¹ mo»liwe du»e c > 0 i mo»liwie maªe C > 0, by¢ mo»e zale»ne od k, »e dla

normy wektorowej w Rk: ‖~x‖ =
√∑k

j=1 j
−1|xj|2 zachodzi

∀~x ∈ Rk c‖~x‖2 ≤ ‖~x‖ ≤ C‖~x‖2

Staªe c, C nazywamy staªymi równowa»no±ci mi¦dzy norm¡ drug¡ a norm¡ ‖ · ‖.

Zadanie 5 Rozpatrzmy macierz zapisan¡ w formie blokowej A =

(
H ~b
~bT a

)
, gdzie H macierz

Householdera m×m dla danego wektora Householdera ~x 6= 0 (zakªadamy »e H nie

jest utworzona - znamy tylko wektor Householdera), ~b wektor wymiaru m i a skalar.

1



(a) Zaproponuj algorytm rozwi¡zania ukªadu równa« liniowych Ay = f mo»li-
wie niskim kosztem przy zaªo»eniu, »e A nieosobliwa. Oszacuj ten koszt w
terminach O(np) dla p = 1, 2, 3, . . ..

(b) Podaj mo»liwy do sprawdzenia warunek na a, aby A byªa nieosobliwa (dla

zadanych ~b i ~x)

Zadanie 6 Niech A macierz symetryczna dodatnio okre±lona taka, »e jej warto±ci wª¡sne le»¡
w [0.5, 1]. Rozpatrzmy metod¦ iteracyjn¦:

x(n+1) = y(n) − 0.4 ∗ (Ay(n) − b)

gdzie y(n) = x(n) − 0.3 ∗ (Ax(n) − b). Czy ta metoda jest zbie»na do rzowi¡»ania
Ax = b, je±li tak oszacuj szybko±¢ zbie»no±ci w normie drugiej.

Zadanie 7 Niech A = AT > 0 taka »e jej warto±ci wªasne s¡ w przedziale [c, d]. Znajd¹ τ takie
aby metoda Richardsona: xk+1 = xk − τ(Axk − b) byªa zbie»na do x∗ rozwi¡zania
Ax∗ = b. Oszacuj szybko±¢ zbie»no±ci w normie ‖ · ‖2 oraz w normie energetycznej
‖x‖A =

√
xTAx. Wyznacz warto±ci parametru dla których szybko±¢ zbie»no±ci w

odpowiednich normach najwi¦ksza.

Zadanie 8 Niech A = AT > 0 taka »e jej warto±ci wªasne to {1, 2, . . . , 10}. Chcemy rozwi¡za¢
ukªad Ax∗ = b przy pomocy metody Richardsona i znamy x0 takie »e x0 − x∗

jest ortogonalne do wektorów wªasnych dla pierwszych czterech warto±ci wªasnych.
Znajd¹ τ takie aby metoda Richardsona: xk+1 = xk − τ(Axk − b) byªa zbie»na do
x∗. Oszacuj szybko±¢ zbie»no±ci w normie ‖ · ‖2. Wyznacz warto±ci parametru dla
których szybko±¢ zbie»no±ci w normie drugiej b¦dzie najwi¦ksza.

Zadanie 9 Udowodnij »e dla macierzy A = (aij)i,j silnie diagonalnie dominuj¡cej (ρ|aii| >∑
j 6=i |aij| z 0 < ρ < 1 ) metoda Gaussa-Seidla rozwi¡zywania równania Ax = b:

x
(n+1)
i = a−1

ii (−
k−1∑
j=1

aijx
(n+1)
j −

n∑
j=k+1

aijx
(n)
j + bi) i = 1, . . . , n

jest zbie»na w normie ‖ · ‖∞.

Zadanie 10 Niech A nieosobliwa. Do rozwi¡zania ukªadu ATAx = b zastosowano nast¦puj¡c¡
metod¦ iteracyjn¡:

xk+1 = xk + αkr
k rk = b− ATAxk

dla αk minimalizuj¡cego funkcj¦ g(τ) = ‖ATA(xk + τrk)− b‖22. Oblicz wzór na αk
oraz oszacuj ‖ATAxk − b‖2/‖ATAx0 − b‖2. Czy metoda jest zbie»na?

Zadanie 11 Udowodnij, »e je±li A ma warto±ci wªasne o cz¦±ciach rzeczywistych wi¦kszych od
zero to istniej¡ dodatnie warto±ci parametru τ dla których metoda Richardsona
rozwi¡zywania Ax = b jest zbie»na. Oszacuj zbiór tych warto±ci τ dla A macierzy
o normie macierzowej drugiej równej jeden.
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