
Kwadratury i równania nieliniowe

Prosz¦ rozwi¡za¢ w formie pisemnej ka»de zadanie oznaczone jako pisemne na pi¡tek 20 maja
2011. Uwaga - zadania s¡ te» na kolejnych stronach.

Zadanie 1 (pisemnie) Znajd¹ kwadratur¦ maksymalnego rz¦du dla I(f) =
∫ b
a
f(x)(x−a+b

2
)2dx

postaci
Qf = Af(a) +Bf(b) + Cf(c)

dla A,B,C wspóªczynników i c punktu w (a, b).

Podaj rz¡d tej kwadratury i oszacuj bª¡d |Q(f)−I(f)| dla f ∈ C3([a, b]) z |f (3)(x)| ≤
M dla x ∈ [a, b].

Zadanie 2 Szukamy kwadratury na n+ 1 punktach o maksymalnym rz¦dzie dla I(f) =
∫ b
a
f dt

postaci:

Qnf = A1f(a) +
n∑
k=1

Akf(xk)

dla xk ∈ (a, b].

Wyznacz jaki taka kwadratura ma rz¡d i czy w¦zªy xk wyznaczone s¡ jednoznacznie.

Policz w¦zªy i wspóªczynniki Q2f tzn. podaj tak¡ kwadratur¦ dla n = 2.

Zadanie 3 Poka», »e je±li waga jest symetryczna wzgl¦dem ±rodka odcinka tzn. ρ(x + a+b
2

) =

ρ(−x + a+b
2

) to w¦zªy kwadratury Gaussa dla
∫ b
a
f(t)ρ(t) dt s¡ te» symetryczne

wzgl¦dem a+b
2
.

Znajd¹ cho¢ jeden w¦zeª kwadratury Gaussa opartej na 7 punktach dla wagi ρ(x) =
(1 + x2) ∗ cos(x) na [−1, 1].

Zadanie 4 Podaj najmniejsze N takie, »e bª¡d pomi¦dzy zªo»on¡ kwadratur¡ prostok¡tów
(równomierny podziaª odcinka) PNf na [−100, 100] a

∫ 100

−100
f dt dla f(x) = sin(x)

byª mniejszy od 10−9.

Zadanie 5 Oznaczenia
F r
M = {f ∈ Cr+1([a, b]) : max

x∈[a,b]
|f (r+1)(x)| ≤M}

oraz

S(f) =

∫ b

a

f(x)dx.

Dla kwadratur interpolacyjnych opartych na 2 w¦zªach znale¹¢ w¦zªy i posta¢ kwa-
dratury interpolacyjnej która minimalizuje bª¡d na klasie F 1

M , tzn. tak¡ Q∗ ∈ Kw2

dla Kw2 zbioru kwadratur interpolacyjnych na 2 punktach dla S(f), »e

min
Q∈Kw2

max
f∈F 1

M

|S(f)−Q(f)| = |S(f)−Q∗(f)|.

W wersji prostszej, która mogªa by¢/b¦dzie na ¢wiczeniach szukamy kwadratury
interpolacyjnej minimalizuj¡cej bª¡d w tej klasie z dwoma w¦zªami symetrycznymi
wzgl¦dem ±rodka odcinka [a, b], czy w kolejnej wersji z jednym ustalonym w¦zªem
np. punktem b.
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Zadanie 6 Poka», »e je±li Gn+1 jest kwadratur¡ Gaussa na n+ 1 ró»nych punktach w {xk}nk=0

w (a, b) dla I(f) =
∫ b
a
f ρ dx (ρ waga) to

Gn+1f =

∫ b

a

p2n+2,f (x) dx

gdzie p2n+2,f jest wielomianem Hermite'a f dla w¦zªów {xk}nk=0 z podwojon¡ krot-

no±ci¡ dwa tzn. p ∈ P2n+2 i f
(k)(xj) = p

(k)
2n+2,f (xj) dla k = 0, 1 i j = 0, . . . , n.

Korzystaj¡ z wzoru na bª¡d interpolacji Hermite'a dla podwójnych w¦zªów:

f(t)− p2n+2,f (t) =
f (2n+2)(η)

(2n+ 2)!
Πn
j=0(t− xj)2

dla pewnego η zale»nego w ogólno±ci od t, (dowód to kolejne zadanie) poka», »e
istnieje ξ ∈ [a, b] takie, »e

I(f)−Gn+1f =
f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!

∫ b

a

Πn
j=0(x− xj)2ρ dx =

f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!
‖Pn+1‖2L2

ρ(a,b)

o ile f ∈ C2n+2. Tu Pn+1(x) = xn+1 + . . . to n+1 wielomian ortogonalny w L2
ρ(a, b).

Zadanie 7 Poka», »e równanie
x∗ − 0.7 ∗ sin(x∗) = −23

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie i »e nast¦puj¡ca metoda iteracyjna

xn = 0.7 ∗ sin(xn−1) + 10

zbiegnie dla dowolnego x0 ∈ R do rozwi¡zania tego równania.

Oszacuj mo»liwie dokªadnie bª¡d |x9 − x∗| dla x0 = −23.

Zadanie 8 Dla równania
f(x) = 5− exp(x) = 0.

Poka», »e

• Istnieje dokªadnie jedno rozwi¡zanie x∗ tego równania.

• udowodnij, »e dla dowolnego x0 ∈ R metoda Newtona zbiegnie do x∗.

• Zaproponuj implementacje jednego kroku metody Newtona o mo»liwie niskim
koszcie dla tej metody (w pseudokodzie, C/C++ lub octavie).

Zadanie 9 (pisemnie) Do rozwi¡zania przybli»onego dwóch równa«:

f(x) = sin(x+ 2),

g(x) = (x+ 2)5,

których rozwi¡zaniem jest x∗ = −2 zastosowano metod¦ Newtona.

Czy w obu przypadkach metoda b¦dzie zbie»na lokalnie (dla x0 przybli»enia star-
towego dostatecznie bliskiego x∗). Je±li tak to okre±l wykªadnik zbie»no±ci w obu
przypadkach.
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Zadanie 10 Do rozwi¡zania zadania
f(x∗) = 0

z f(x) = exp(x)− a dla ustalonego a ∈ (1, 4) zastosowano metod¦ iteracyjn¡, która
w 9-tej iteracji zwróciªa x9 > 0 takie »e mamy |f(x9)| = 1e−7. Czy na tej podstawie
mo»emy stwierdzi¢, »e |x9 − x∗| ≤ 1e− 6? Uzasadni¢.

WSK: Mo»na skorzysta¢ z twierdzenia o warto±ci ±redniej i tego »e f(x∗) = 0.

Mo»na powoªywa¢ si¦ na wyniki z wykªadu czy z ¢wicze« o ile zostaªy na tych ¢wiczeniach
udowodnione i wtedy nale»y te wyniki z ¢wicze« precyzyjnie sformuªowa¢.
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