
Interpolacja wielomianowa, funkcje sklejane (splajny)

Prosz¦ rozwi¡za¢ w formie pisemnej ka»de zadanie oznaczone jako pisemne na oddzielnej kartce
na pi¡tek 15 kwietnia 2011 - sprawdzone i ocenione mog¡ by¢ tylko niektóre. (Nie przyjmuj¦
zada« mailem)

Zadanie 1 (pisemnie) Dla funkcji f(x) = x7 − 7 ∗ x znajd¹ w wielomian mo»liwie niskiego
stopnia interpoluj¡cy t¦ funkcj¦ w w¦zªach o krotno±ci dwa {−1, 0, 1} za pomoc¡
algorytmu ró»nic dzielonych, tzn. w(xj) = f(xj) i w

′(xj) = f ′(xj) dla xj jednego z
trzech w¦zªów.

Zadanie 2 (pisemnie) Dla funkcji f(x) = x4− 7 ∗x znajd¹ wielomian p stopnie nie wi¦kszego
od trzech taki, »e

‖f − p‖∞,[−1,3] = inf
s∈P3

‖f − s‖∞,[−1,3]

czy jest on wyznaczony jednoznacznie? Podaj ile wynosi ‖f − p‖∞,[−1,3]. Tu P3

wielomiany stopnia ≤ 3.

Zadanie 3 Poka», »e dla ró»nych n+1 punktów {xk}nk=0 prawdziwy jest wzór na ró»nic¦ dzielon¡
dla funkcji f okre±lonej na tych punktach:

f [x0, . . . , xn+1] =
n+1∑
i=0

f(xi)∏
i 6=j(xi − xj)

Zadanie 4 Poka» »e dla dwóch ró»nych punktów x0, x1 i funkcji klasy C
1 prawdziwy jest wzór:

f [x0, x1] =

∫ 1

0

f ′((1− s)x0 + sx1) ds

Zadanie 5 (trudne) Poka», »e dla ró»nych n + 1 punktów {xk}nk=0 prawdziwy jest wzór caª-
kowy Hermite'a-Genocchiego na ró»nic¦ dzielon¡ dla funkcji f okre±lonej na tych
punktach:

f [x0, x1, . . . , xn] =

∫
Sn

f (n)(s0x0 + s1x1 + . . . snxn) ds

gdzie Sn sympleks jednostkowy w n+ 1 wymiarach tzn.

Sn = {u = (s0, . . . , sn) ∈ Rn+1 : si ≥ 0,
n∑
k=0

si = 1}.

Wsk: Poprzednie zadanie + indukcja korzystaj¡ca z przemienno±ci w¦zªów w ró»nicy
dzielonej tzn. f [xi0 , . . . , xin ] = f [x1, . . . , xn]. Tu (i0, . . . , in) permutacja zbioru
{0, . . . , n}. Je±li Pa«stwo sami tego nie potra�cie udowodni¢, to rozwi¡zanie mo»na
znale¹¢ w ksi¡»ce Kincaid, Cheney - Analiza numeryczna, WNT.

Zadanie 6 (pisemnie) (15pkt) Na odcinku [0, 10] mamy w¦zªy równo-odlegªe: {xk}Nk=0 z xk =
k ∗ h dla h = 10

N
. Dla danej funkcji f(x) = sin(4 ∗ x) de�niujemy funkcj¦ ci¡gª¡ s ∈

C([a, b]) tak¡, »e na ka»dym pod-odcinku (xk, xk+1) ta funkcja s jest wielomianem
stopnia co najwy»ej dwa i speªnia warunki interpolacyjne:

s(xk) = f(xk) k = 0, . . . , N

s

(
xk + xk+1

2

)
= f

(
xk + xk+1

2

)
k = 0, . . . , N − 1.
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(a) Czy taka funkcja jest wyznaczona jednoznacznie?

(b) Wyznacz mo»liwie maª¡ staª¡ C > 0 niezale»n¡ od h tak¡, »e

‖f − s‖∞,[0,10] ≤ C h3.

Zadanie 7 Na odcinku [a, b] mamy zadane w¦zªy : a = x0 < . . . < xN = b. Niech s splajn
kubiczny na tym podziale odcinka (czyli funkcja w C2([a, b]) na pod-odcinkach
b¦d¡ca wielomianem kubicznym) i f ∈ C2([a, b]) taka, »e

f ′(a) = f ′(b) = f(xk) = 0 k = 0, . . . , N.

Poka», »e ∫ b

a

f (2)s(2) dx = 0.

Zadanie 8 Dla danych ró»nych w¦zªów {xk}nk=0 ⊂ [a, b] niech {lk}nk=0 b¦dzie baz¡ Lagrange'
Pn a dla tych w¦zªów, i niech Lnf wielomian interpoluj¡cy dan¡ funkcj¦ ci¡gª¡
f ∈ C([a, b]) w tych w¦zªach. Poka» oszacowania

• normy operatora interpolacji

‖Lnf‖∞,[a,b] ≤ (
N∑
k=0

‖lk‖∞,[a,b])‖f‖∞,[a,b].

• dla dowolnego w ∈ Pn

‖f − Lnf‖∞,[a,b] ≤ (1 +
N∑
k=0

‖lk‖∞,[a,b])‖f − w‖∞,[a,b]

dla Pn przestrzeni wielomianów stopnie nie wi¦kszego od n.

Zadanie 9 Na odcinku [a, b] mamy zadane w¦zªy : a = x0 < . . . < xN = b. Niech V przestrze«
splajnów kubicznych okresowych na tym podziale odcinka czyli przestrze« funkcji
s ∈ C2([a, b]) na pod-odcinkach b¦d¡cych wielomianami kubicznymi takie, »e

s(r)(a) = s(r)(b) r = 0, 1, 2.

Wyznacz wymiar przestrzeni V .

Zadanie 10 Znajd¹ wzory na funkcj¦ B klasy C2(R) tak¡, »e B jest wielomianem stopnia nie
wi¦kszego od trzech na ka»dym odcinku [k, k + 1) dla k caªkowitego, B(x) = 0 dla
x ∈ (−∞,−2]∩ [2,∞), B(0) = 4 i B(−1) = B(1) = 1. Czy funkcja jest wyznaczona
jednoznacznie? Wsk: Funkcja jest parzysta i mo»e pomóc interpolacja Hermite'a
na dwóch w¦zªach. (rozwi¡zanie tego zadania byªo na ¢wiczeniach).

Zadanie 11 Na odcinku [a, b] mamy zadane w¦zªy równoodlegªe: a = x0 < . . . < xN = b z
xk = a+ k ∗h i h = (b− a)/N . Dodajemy dwa w¦zªy poza odcinkiem x−1 = a−h i
xN+1 = b+h. Wprowadzamy Bj(x) = B((x−xj)/h) dla B z poprzedniego zadania.
Poka», »e {Bj}j=−1,0,1,...,N,N+1 tworz¡ baz¦ splajnów kubicznych obci¦tych do [a, b].
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Zadanie 12 Rozpatrzmy funkcj¦ f i s jej splajn kubiczny naturalny interpolacyjny dla zadanego
podziaªu [a, b]: a = x0 < . . . < xn = b. Niech ŝ splajn interpolacyjny kubiczny
naturalny dla f̂ takiego, »e w w¦zªach |f(xk)− f̂(xk)| ≤ δ. Oszacuj ‖s− ŝ‖∞.
Wsk: Mo»na si¦ przyjrze¢ dowodowi oszacowania bª¦du dla splajny kubicznego
interpolacyjnego naturalnego.

Zadanie 13 Rozpatrzmy funkcj¦ f(x) =
∑∞

k=0 8−k cos(2kx). Rozpatrzmy obci¦cie tego szeregu:

fM(x) =
∑M

k=0 8−k cos(2kx). Niech sM,N splajn kubiczny interpolacyjny naturalny
na podziale równomiernym odcinka [0, 1] tzn. xk = k ∗ h dla h = 1/N taki, »e
fM(xk) = sM,N(xk).

• Dla zadanego δ wyznacz najmniejsze M = M(δ) takie, aby |fM(x)−f(x)| ≤ δ
dla x ∈ [0, 1].

• Oszacuj |f (2)(x)| dla x ∈ [0, 1].

• Dla zadanego ε wyznacz N i M takie, »e

‖f − sM,N‖∞,[0,1] ≤ ε.

WSK: Przy rozwi¡zywaniu ostatniego punktu mo»na np. skorzysta¢ z punktów
poprzednich, oszacowania bª¦du interpolacji splajnami kubicznymi z wykªadu i z
poprzedniego zadania, ewentualnie inaczej i w sumie du»o pro±ciej oszacowa¢ normy
f − fM i fM − sM,N (jak?).
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