
Seria zada« domowych - arytmetyka �

Prosz¦ rozwi¡za¢ w formie pisemnej zadania odpowiednio oznaczone (sªowo pisemnie) czyli zad 1
i 2 na pi¡tek 18 marca 2011 - sprawdzone i ocenione mog¡ by¢ tylko niektóre z tak oznaczonych
i tylko te b¦d¡ punktowane.

Zadanie 1 (pisemnie) Chcemy obliczy¢ funkcj¦ f(x) = exp(107x) w arytmetyce pojedynczej
precyzji. Policz (przybli»ony i wzgl¦dny) wspóªczynnik uwarunkowania zadania dla
x ∈ [−10, 10] i okre±l czy obliczanie w tej arytmetyce � warto±ci f dla x = −6 jest
dobrze uwarunkowane ze wzgl¦du na bª¡d wzgl¦dny?

Zadanie 2 (pisemnie) Chcemy w � obliczy¢ f(x) = 2x −
√

4x2 + 7. Rozpatrzmy dwa algo-
rytmy: w pierwszym liczymy:

f :=
√

4x2 + 7; f := 2x− f ;

a w drugim:

f :=
√

4x2 + 7; f := −7.0/(2x+ f);

Który z nich nale»y zastosowa¢ do obliczenia w arytmetyce � pojedynczej precyzji
f(107)? (Poda¢ krótkie uzasadnienie - 1-2 zdania - nie trzeba formalnie dowodzi¢
oszacowa«)

Zadanie 3 Poka», »e nast¦puj¡cy naturalny algorytm obliczania: iloczynu skalarnego dwóch
wektorów x, y ∈ RM tzn. xTy =

∑M
k=1 x(k)y(k) jest numerycznie poprawny tzn.

obliczamy

s=x (1)∗ y ( 1 ) ;
for k=2:M,

s=s+x(k )∗y (k ) ;
endfor

Zadanie 4 Poka», »e nast¦puj¡cy naturalny algorytm obliczania iloczynu macierz kwadratowej
A ∈ RM,M i wektora x,∈ RM tzn. y = Ax : jest numerycznie poprawny:

for j =1:M,
y ( j )=0;
for k=1:M,

y ( j )=y ( j )+A( j , k )∗x (k ) ;
endfor

endfor

Wskazówka: w(j) jest iloczynem skalarnym j−tego wiersza A z x.

Zadanie 5 (trudne) Poka», »e nast¦puj¡cy naturalny algorytm obliczania: cosinusa k¡ta dwóch

wektorów x, y ∈ RM tzn. cos(x, y) = xT y√
xT x
√
yT y

jest numerycznie poprawny:

(a) a =
√∑M

k=1 x
2
k, b =

√∑M
k=1 y

2
k

(b) c =
∑M

k=1 xkyk

(c) w = c/(a ∗ b)

1



Zakªadamy »e wynikiem funkcji pierwiastek w arytmetyce � jest fl(
√
x) = x(1 + ε)

dla |ε| ≤ ν i obliczanie iloczynu skalarnego wT z jest standardowe jak w zadaniu na
NP obliczania iloczynu skalarnego.

Szkice rozwi¡za« niektórych zada«

Zad. 1 Uwarunkowanie - wzór z ¢wicze«. W arytmetyce pojedynczej precyzji uwarunkowanie
za du»e.

Zad. 2 Algorytm drugi lepszy - dla du»ych dodatnich xw algorytmie pierwszym odejmujemy
bliskie sobie warto±ci - i ryzykujemy du»¡ utrat¦ dokªadno±ci. W drugim algorytmie nie
ma tego ryzyka.

Zad. 3 Trzeba pokaza¢, »e dla s = f(x, y) = xTy ten algorytm w � zwróci takie s̃, »e istniej¡
x̂, ŷ takie, »e ŝ = f(x̂, ŷ) takie, »e

|s− ŝ|
|ŝ|

≤ K2ν +O(ν2)

z
P

k(|xk−x̂k|+|yk−ŷk|)P
k(|xk|+|yk|)

≤ K1ν +O(ν2). Norm¦ pierwsz¡ mo»na zast¡pi¢ inn¡. Staªe K1, K2

nie powinny zale»e¢ od x, y i nie by¢ za du»e wzgl¦dem ν. (Oczywi±cie to troch¦ niepre-
cyzyjne).

Otrzymujemy po wykonaniu dziaªa« w � (δk pojawia si¦ w wyniki mno»e« w �, εj w
wyniku dodawania w �), »e

fl(s) = (. . . (x1y1(1 + δ1) + x2y2(1 + δ2))(1 + ε2) + x3y3(1 + δ3))(1 + ε3)) . . .)(1 + εn)

=
∑
k

xkyk(1 + µk)

z |µk| ≤ nν +O(ν2). Przyjmuj¡c, »e ŷk = yk(1 + µk) otrzymujemy, »e

s̃ = fl(s) = f(x, ŷ)

z (x = x̂) ∑
k

(|xk − x̂k|+ |yk − ŷk|) =
∑
k

|yk − ŷk| ≤
∑
k

|µk||yk|

≤ n ∗ ν(
∑
k

(|yk|+ |xk|)) +O(ν2)

Bior¡c K1 = n i K2 = 0 otrzymujemy numeryczn¡ poprawno±¢ algorytmu.

Zad. 4 Rozwi¡zanie tego zadania wynika z poprzedniego zadania czyli z numerycznej popraw-
no±ci standardowej metody obliczania iloczynu skalarnego dwóch wektorów, przy czym
co wa»ne wynik jest zaburzonym wynikiem dla zaburzonego tylko jednego z wektorów.
poniewa» yk = (Ax)k = xTwk dla wk k-tego wiersza macierzy A. A nasz algorytm
obliczania yk polega na obliczaniu standardowym algorytmem iloczynów skalarnych x
z kolejnymi wierszami A. Tak wi¦c wystarczy skorzysta¢ z tego »e powtarzamy algo-
rytm NP dla ka»dej skªadowej czyli w jego wyniku dostaniemy fl(yk) = xT ŵk dla ŵk
zaburzonego k-tego wiersza. Za norm¦ danych mo»na przyj¡¢ sum¦ moduªów wszystkich
danych.
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