Aproksymacja, rozwigzywanie ré6wnan nieliniowych, kwa-
dratury

Aproksymacja, wielomiany ortogonalne

Zadanie 1 (dodatkowe) Znajdz wzory na regule trocztonowa P, 1 = a,xP, + b, P, +
cnPp_1dlan =0,1,2,3,...dlawielomianéw ortonormalnych P, w ( f, Q)Lg(a,b)-
Wielomiany ortonormalne P, = a,,x™ + ... spelniaja

0 m#n

m,n=0,1,23,...
1 m=n

(Pna Pm)L%(a,b) = {

Zadanie 2 (dodatkowe) Znajdz wzory na regule tréczlonows dla wielomianéw Czeby-
szewa na [a, b] tzn dla T, (z) = T, ((x—42)x;2-) gdzie {T,, } >0 to wielomiany
Czebyszewa na [—1,1] spetniajace Ty = 1,T1(t) =t i o1 + T, = 2tT,.

Zadanie 3 (dodatkowe) Rozpatrzmy g(x) = sin(z) i zadania znalezienia wielomianow
najlepszej aproksymacji dla g: wy € Vi =P, iw, € Vo =PF, 1dlan>0w
normie:

1fIl = \//ﬂ(2 + cos(2))|f(x)]? d.

(a) Znajdz wy,wy dlan = 1.

(b) Dla jakich n > 0 prawda jest, ze w; = ws? Uzasadnij odpowiedz.

WSK: to norma typu L? wiec generowana przez iloczyn skalarny typu L? z
odpowiednig waga a podprzestrzenie sa przestrzeniami wielomianéw. Kazda
z metod zadziata ale zeby sobie uprosci¢ rachunki mozna zauwazyé¢, ze w
iloczynie skalarnym generujacym te norme (u,v) = 0 o ile u % v jest funkcja
nieparzysta np. (sin(x)x*) lub (z*,27) dla k parzystego a j nieparzystego.

Zadanie 4 Dla funkcji f wiemy, ze fab fglx = 2019 i znamy ciag wielomianéw ortonor-
malnych tzn. w;, © > 0 takich, ze stopien w; jest i, fab wiw; =0dlai#ji
fab lw;|* = 1. Dodatkowo znamy ~; = fab fw;.

e wyraz wzor na blad ||f — p,||* jako funkcje ()x dla ||g]| = fab]gP i

pn elementu najlepszej aproksymacji dla f w przestrzeni wielomiandce
stopnie nie wickszego od n

e napisz w pseudokodzie algorym znalezienia takiego, n < 2019, ze ||f —
pnl| < € albo gdy takie n nie istnieje zwracajacego n = —1. Algorytm
jako input ma tylko funkcje (k) zwracajaca 7, dla danego k > 0.
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Zadanie 5

Zadanie 6

Zadanie 7

Zadanie 8

e czy istnieje funkcja f bedaca wielomianem stopnia m taka, ze ||f —

paoto]| = 20197 Podaj wynik w zaleznosci od m. Jedli tak to znajdz
wspolczynniki tego wielomianu w bazie (wy, ..., w.y,).
(dodatkowe)

(a) Pokaz, ze element najlepszej aproksymacji jednostajnej, czyli w normie
| |loo, W P, na [a, b] dla dowolnej funkeji ciaglej f interpoluje te funkcje
w n + 1 punktach na [a, b].

(b) Czy prawda jest, ze dla danej funkcji f ciagtej na [a,b] zawsze ist-
nieje ciag weztow {z}}i_, C [a, b] taki, ze ciag wielomianéw stopni nie
wiekszych od n: L, f interpolujacych te funkcje w tych weztach (tzn.
L,f(z}) = f(z})) zbiega jednostajnie do tej funkcji? Uzasadnij odpo-
wiedz.

WSK: Uzyj twierdzenia o alternansie.

(dodatkowe) Dla zbioru K = {—1,0,1} znajdz liniowy wielomian najlepszej
aproksymacji w normie || f|lcx = maxser |f(z)| dla funkeji f(z) = 2?2 —
1.876 x x + /17.

WSK: Ile punktowy jest alternans dla wielomianu liniowego a ile punktow
jest w zbiorze K? (Tw o alternansie jest prawdziwe tez dla aproksymacji w
normie || f|lo x dla K domknietego i ograniczonego zbioru.)

Niech f(x) = 4223 — 22% 4+ 2x — 1. Znajdz wielomian stopnia < 2 najlepiej
przyblizajacy f w normie supremum na przedziale

o [—1,1]

o [—7,-5]

e [0,1]

e [0,4]

Jesli to zadanie bedzie na kartkowce to bedzie trzeba wybraé 2 przedziaty.
WSK: mozna skorzysta¢ z wlasnosci wielomianéw Czebyszewa i ich wlasnosci
minimalizacyjnych na [—1,1] i odpowiedniego liniowego przeskalowania

Niech f(z) = 4223 — 2z. Pokaz ze w; = wy dla w, wielomianu najlepszej
aproksymacji jednostajnej dla f stopnia < n na [—5,5]. Nastepnie znajdz
w1.

Czy znajac w; potrafisz znalezé wielomian liniowy najlepszej aproksymacji
jednostajnej dla g(z) = 21 * 2% + 2z — 27

Wielomian najlepszej aprosymacji jednostajnej w,, st < n dla f € C([a,b]):
speia: || f — wyl|oofap) = infpep, |f — Pllocay) V2 € Pp. Tu P, przestrzei
wielomaniéw stopnia < n.



WSK: f jest nieparzysta wiec mozna pokazaé (jak?) ze wielomian najlepsze]
aproksymacji jednostajnej w, stopnia < n tez bedzie funkcja nieparzysta.
Zauwaz ze g(x) = 0.5 % f(z) + 22 — 2.

Zadanie 9 (dodatkowe) Dla zbioru K = [—1,1] znajdz liniowy wielomian najlepsze;
aproksymacji w normie || f|lcx = maxser |f(z)| dla funkeji f(z) = 2 —
1.876xx++/17. Pokaz ze alternans w tym przypadku zawiera konce odcinka.
WSK: Funkcja f — p jest Scisle wypukta dla dowolnego wielomianu liniowego

p. lle punktowy jest alternans dla wielomianu liniowego? Ile ekstreméw
WEWNATRYZ odcinka moze mieé¢ funkcja f — p dla p wielomianu liniowego?

Zadanie 10 Optymalne wezly interpolacji Lagrange’a to wezty Czebyszewa zdefiniowane
jako takie rozne n + 1 weztow {xy} z [a, b], ze

. n n b—a n+l .
min [T (2 — 41 oot = [T — 22 oo = ( ) )
{x} 2

gdzie minimum brane po wszystkich n + 1 réznych weztach z [a, b].

(a) (dodatkowe) Pokaz, ze te wezly to x, = %2 + 2544 dla {t,} C [-1,1]

zer n + 1 wielomianu Czebyszewa T),11(t) = cos((n + 1)acos(t)).

(b) Oszacuj btad e(n, L) = || f — Ly flloo,r) dla f(x) =log(1+2) i Ly f wie-
lomianu interpolacyjnego opartego na n + 1 weztach optymalnych Cze-
byszewa na [0, L]. Okresl kiedy mozemy pokaza¢ korzystajac z wzoru
na btad interpolacji, ze lim, e(n, L) zbiega do zera?

Zadanie 11 (dodatkowe) Dla zbioru K = [—1,2] znajdz liniowy wielomian najlepszej
aproksymacji w normie || f||oo x = maxyex | f(x)| dla funkeji f(x) = |z| —z+
4. Pokaz ze alternans w tym przypadku zawiera konce odcinka.

WSK: Gdzie funkcja postaci |z| + p; dla p; wielomianu liniowego moze mieé
ekstrema?

Zadanie 12 Pokaz ze dla dodatniej wagi parzystej w (tzn. w(—x) = w(x)) wielomian orto-

gonalny stopnia parzystego w iloczynie skalarnym typu L2 (—a, a): (f, 9)12(—aa) :=

[* wfgdz jest funkcja parzysta.

Zadanie 13 Dla f(x) = |z — 6| znajdz w; € P; wielomian najlepszej aproksymacji jed-
nostajnej tzn.

1wy = flloo 1,20 = min [[v = flloc,-12
dla ||gco[a,) = MaX¢cap |9(2)]. Tu Py, przestrzenn wielomianéw stopnia < k.

Zadanie 14 Dla f(z) = 2* — 10z + 1 znajdz w; € P; wielomian najlepszej aproksymacji
jednostajnej tzn.

wa - fHOOJ—LQ] = QI;I/EI%DI} HU - f”oo’[_172]
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Zadanie 15

Zadanie 16

Zadanie 17

dla [|g||se,a,) = MaXscpap) |9(t)|. Tu Py, przestrzeni wielomianéw stopnie < k.

Dla f(z) = max(0,2 * z) znajdz w; € P; wielomian najlepszej aproksymacji
jednostajnej na [—1, 2] tzn.

lws = flloo 1,2 = }}Elg} v = flloo, 1,2

dla [|g||se,a,5) = MaXsefap) |9(t)|. Tu Py, przestrzeni wielomianéw stopnie < k.

Niech py(z) = 2% +. .. ciag wielomianéw ortogonalnych z iloczynie skalarnym

typu L3(—1,1) z waga parzysta tzn (f,g) = [, f(z)g(z)p(z) dv z p(z) =
p(—x). Pokaz, ze p(0) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy k nieparzyste.

WSK: Mozna pokazaé ze zera py, lezg symetrycznie wzgledem zera.

Metody rozwigzywania ro6wnania nieliniowego

Metoda generujacej ciag x, zbiezny do z* rozwigzania ma rzad zbieznosci
(wyktadnik zbieznosci) rowny p > 1 jesli istnieje C' > 01 N takie, ze jesli
n > N to

|zp1 — 2| < Clz, — 2P p>1

w przypadku p = 1 zadamy dodatkowo by C' < 1 i wtedy moéwimy o zbiezno-
Sci liniowej. Przypadek p = 2 okreslamy jako zbieznos¢ kwadratowa a p = 3
kubiczna.

(dodatkowe)

e Pokaz, ze metoda iteracyjna xp.; = F(z;) speliajaca F' € CP na
otoczeniu z*, F(z*) = 2* i FW(z*) = 0;5 = 1,...,p—1 (p > 1)jest
zbiezna lokalnie i ma rzad zbieznosci p.

e Okresl rzad zbieznosci metody Newtona korzystajac z tego kryterium
przy zalozeniu f'(z*) #01 f € C*.

e Okresl rzad zbieznosci metody Newtona korzystajac z tego kryterium
przy zalozeniu f'(z*) # 0= f"(z*) i f € C™.

e Okresl rzad zbieznosci metody cieciw x,.1 = x, — f(x,)/f'(xo) korzy-
stajac z tego kryterium przy zatozeniu f'(z*) £01 f € C™.

e Okresl rzad zbieznosci metody Halleya to metoda Newtona zastosowana

do
o) = 2L
VIF@)

korzystajac z tego kryterium przy zalozeniu f'(z*) £0ii f € C™.



Zadanie 18 Aby znalezé pierwiastek trzeciego stopnia z 5 czyli 2* = 5'/3, dla réwnania
f(z) = 23 — 5 = 0 z rozwiazaniem z* = 5'/3 zastosowano metode Newtona.

e Pokaz, ze dla dowolnego xy > 0 zachodzi x > x* dla k > 0.

udowodnij, ze dla dowolnego xy > 0 metoda zbiegnie do x*.

Policz granice “F* (o ile istnieje) dla e, = x, — z*.
n

o Wezmy xg > z* czy wtedy prawdziwe jest oszacowanie e, < Le, dla
n > 0 ze staltg L < 17

Zadanie 19 (dodatkowe) Do rozwiazania przyblizonego réownan f(x) = z * sin(x — 3)
i g(x) = (v — 3)?exp(z) ktorych rozwiazaniem jest z* = 3 zastosowano
metode Newtona. Czy w obu przypadkach metoda bedzie zbiezna lokalnie
(dla zg przyblizenia startowego dostatecznie bliskiego 2*)? Jesli tak to okresl
wyktadnik (rzad) zbieznosci w obu przypadkach.

Zadanie 20 Pokaz, ze rownanie z* — 0.2 % sin(z*) = 6 ma dokladnie jedno rozwiazanie
i ze nastepujaca metoda iteracyjna z,, = 0.2 % sin(z,_1) + 6 zbiegnie dla
dowolnego zy € R do rozwigzania tego rownania. Oszacuj mozliwie dobrze

btad |zg — z*| dla 2y = 6.

Zadanie 21 Do rozwiazania zadania f(z*) = 0 dla f(z) = exp(x) — a dla ustalonego
a € (1,4) zastosowano metode iteracyjna, ktora w 9-tej iteracji zwrocita
g > 0 takie ze mamy |f(z9)] = le — 7. Czy na tej podstawie mozemy
stwierdzi¢, ze |zg — 2*| < le — 67 Uzasadnic.

WSK: Skorzystac¢ z tw. o wartosci sredniej i tego ze f(x*) = 0.

Zadanie 22 (dodatkowe) Rozwazamy funkcje
1 1
f(z) = 1—O:v5 + 6x3 +x—1
(a) Pokaz, ze f ma jedyne miejsce zerowe r w przedziale (0, 1).

(b) Pokaz, ze gdy do przyblizonego wyznaczenia r stosujemy metode New-
tona. dla dowolnego punktu startowego zo € (0,1) otrzymamy ciag
przyblizen x,, zbiezny do 7.

(c) Pokaz, ze zbieznosé jest dokltadnie kwadratowa.
Zadanie 23 Do rozwigzania f(z) = (r—2)*+exp(x—2)—2 zastosowano metode Newtona.

(a) pokaz ze istnieje dokladnie jedno rozwiazanie z* € [2, 3] tzn f(z*) = 0.

(b) pokaz ze metoda Newtona jest lokalnie zbiezna dla rozwiazania rowna-
nia z* € [2,3]. okresl rzad zbieznosci (wyktadnik zbieznosci).

(c) czy dla dowolnego xy > x* metoda Newtona bedzie zbiezna? Uzasadnij.

WSK: pokaz ze wtedy wszystkie iteracje metody Newtona x, > z* a
potem ze x,, — x* jest ciagiem malejacym czyli zbieznym (dlaczego?).
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Zadanie 24 Jacek i Placek zaimplementowali metode Newtona i zastosowali ja Jacek do

fi(z) = (z —2)% * (exp(x) + 1)

Zadanie 25

otrzymujac ciag (x,) a Placek do

fo(y) =y *sin(2xy — 4)

otrzymujac (y,) w obu przypadkach itercje metody Newtona dla z¢o = yo ~ 2
zbieglty do rozwiazania x* = 2. Kilka kolejnych iteracji oraz wartosci btedu
sa w ponizszej tabelce. Okresl czy ktorys nie ma bltedu w implementacji na
bazie tych wynikow.

nr iter metoda Jacka dla f; metoda Placka dla fy
n Tn |7 — 2| Yn |Yn — 2|
0 1.800000e + 00  2.000000e — 01 | 1.800000e 4 00 2.000000e — 01
1 1.909387e + 00 9.061296e — 02 | 2.039527e 4+ 00 3.952731e — 02
10 1.999837¢ + 00 1.633413e — 04 | 1.999995¢ 4+ 00 4.976425¢ — 06
11 1.999918e + 00 8.166476e — 05 | 2.000002¢ 4+ 00 1.825667¢ — 06
12 1.999959¢e + 00 4.083091e — 05 | 1.999999¢ + 00 6.697784e — 07
13 1.999980e + 00 2.041509e — 05 | 2.000000e + 00 2.457190e — 07
14 1.999990e + 00 1.020745e — 05 | 2.000000e + 00 9.014612e — 08
15 1.999995e + 00 5.103703e — 06 | 2.000000e 4+ 00 3.307159¢e — 08
16 1.999997e + 00 2.551846e — 06 | 2.000000e + 00 1.213286e — 08
17 1.999999¢e + 00 1.275922e — 06 | 2.000000e 4+ 00 4.451142e — 09

Kwadratury

Wiedzac, ze dla danej dodatniej wagi w zachodzi:

3 .
k t
/ ko d — { O1 nieparzyste k=0,
1 T+l w.p.p.

e znajdz pierwsze cztery wielomiany ortogonalne P, k = 0,1,2,3 w ilo-
. 3
czynie skalarnym (f, g) = [, wfg dx.

e znajdz kwadrature Gaussa obliczania ffl fw dz rzedu cztery.
P, k-ty wielomian ortogonalny gdy P stopnia k i (P, w) = 0 dla dowolnego
w wielomianow st. < k.

WSK: W pierwszym podpunkcie mozna skorzystac z ortogonalizacji Gramma-
Schmidta lub reguty trocztonowej - por. skrypt wyktadowcy. W drugim
podpunkcie nalezy skorzysta¢ z pierwszego.



Zadanie 26 Znajdz kwadrature maksymalnego rzedu oparta o dwa wezly w tym jeden
réwny zero dla obliczania fi fdx tzn Qf = Af(0) + Bf(0) dla 0 € [—1, 3].

Zadanie 27 (dodatkowe) (o ile nie bylo na ¢wiczeniach) Rozpatrzmy kwadrature P f =
(b—a) * f((a+0b)/2) dla [’ fdt.
(a) Znajdz jej rzad.

(b) Pokaz oszacowania btedu

b
!/ fdt = Py f1 < ¢l F9 oo jan) (b — @)

dla f € C9([a,b]) dla j = 1,2. (Tu ¢; stale niezalezne od f ani a,b. )
Przypadek 7 = 2 jest trudny.

(¢) Konstruujemy kwadrature ztozona prostokatow dla catki fcd f(z) du:

N

N
k=1

k=1

dlah=(d—c¢)/N iz =c+kx*h. Pokaz, ze

d
en =| / fdt — Pyl < AW oot

dla j = 1,2. (Tu d; stale niezalezne od f ani N czy h. )

(d) Pokaz, ze lim, ,o exy = 0 dla f dowolnej ciaglej (pochodna moze nie
istniec).

Wsk: Trzeci podpunkt wynika z drugiego.



