
Interpolacja

Interpolacja wielomianowa: Lagrange’a i Hermite’a

Zadanie 1 Dla danej tabelki
xk −1 0 1

f(xk) −2 0 2
f ′(xk) 1
f ′′(xk) 0

znajdź za pomocą algorytmu różnic dzielonych współczynniki wielomianu
stopnia ≤ 4 w bazie Newtona związanej z węzłami i ich krotnościami i kolej-
nością z tabelki. (Dwa węzły jednokrotne i jeden trzykrotny).

Zadanie 2 Niech

p0(x) = 1

p1(x) = (x− 1)

p3(x) = (x− 1)(x− 2)

p3(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)

oraz w(x) = p0(x)+p1(x)−2p2(x)+3p3(x). Oblicz różnicę dzieloną w[2, 3, 4].

Zadanie 3 Czy możemy stwierdzić że ‖f − w‖∞,[−1,1] ≤ 0.1 dla funkcji f(x) = sin(x) i
w(x) wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a stopnia co najwyżej dwa ta-
kiego, że sin(j) = w(j) dla j = −1, 0, 1.

Zadanie 4 Czy znając w[1, 2, 3, 4] dla wielomianu w stopnia dokładnie trzy możemy
policzyć w[0, 1, 2, 3]?

Zadanie 5 Czy prawdą jest że dla wielomianu w stopnia dokładnie trzy różnica dzielona
dla dowolnych czterech punktów przyjmuje zawsze tę samą wartość, tzn. czy
dla różnych (xk)

3
k=0 i innych dowolnych różnych (yk)

3
k=0 zachodzi

w[x0, x1, x2, x3] = w[y0, y1, y2, y3]?

Zadanie 6 (pierwszy podpukt - dodatkowe)

• Pokaż, że ‖|ΠN
k=0(x− xk)‖∞,[a,b] ≤ 0.25N !hN+1 dla a = x0 < x1 < . . . <

xN = b i h = maxk=1,...,N |xk − xk−1|.
• Korzystając z tego wzoru oszacuj błąd ek,3 := ‖fk − wk,3‖∞,[0,10] dla
f1(x) = sin(x), f2 = log(1 + x) i wk,N wielomianu interpolacyjnego
Lagrange’a stopnia co najwyżej N interpolującego funkcję fk w N + 1
węzłach równoodległych.



Zadanie 7 (dodatkowe) Oszacuj błąd ek,N := ‖fk − wk,N‖∞,[0,10] dla f1(x) = sin(x),
f2 = log(1 + x) i wk,N wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a stopnia co
najwyżej N interpolującego funkcję fk w N + 1 węzłach Czebyszewa. Czy w
obu przypadkach zachodzi: ek,N → 0 dla N →∞?

Zadanie 8 Dla danych różnych węzłów {xk}nk=0 ⊂ [a, b] niech {lk}nk=0 będzie bazą La-
grange’a Pn a dla tych węzłów, i niech Lnf wielomian interpolujący daną
funkcję ciągłą f ∈ C([a, b]) w tych węzłach. Pokaż , że

‖Lnf‖∞,[a,b] ≤ (
N∑
k=0

‖lk‖∞,[a,b])‖f‖∞,[a,b].

Zadanie 9 (dodatkowe) Pokaż, że dla k + 1 różnych punktów różnica dzielona spełnia:

f [x0, . . . , xk] =
k∑
j=0

f(xj)

Πk
i=0
i 6=j

(xj − xi)

Zadanie 10 (dodatkowe) Niech (xk)
n
k=0 będą różnymi węzłami. Znajdź współczynniki

wielomianu
n∑
k=0

x4k

Πn
j=0
j 6=k

(x− xj)

Πn
j=0
j 6=k

(xk − xj)

w bazie potęgowej (1, x, . . . , xn) dla n = 10.

Interpolacja splajnowa

Zadanie 11 Rozpatrzmy w funkcje na [−1, 2] taką, że w obcięte do [−1, 0] jest wielo-
mianem liniowym, w na [0, 2] jest wielomianem kwadratowym (tzn stopnia
co najwyżej dwa) oraz w(k) = f(k) dla k = −1, 0, 1, 2. Czy taka funk-
cja w jest wyznaczona jednoznacznie? Oszacuj możliwie dokładnie błąd
e := ‖f − w‖∞,[−1,2] dla f(x) = sin(4π ∗ x).

Zadanie 12 Na odcinku [0, 10] mamy węzły równo-odległe: {xk}Nk=0 z xk = k ∗ h dla h =
10
N
. Dla danej funkcji f(x) = sin(4 ∗ x) szukamy funkcję ciągłą s ∈ C([a, b])

taką, że na każdym pod-odcinku (xk, xk+1) ta funkcja s jest wielomianem
stopnia co najwyżej dwa i spełnia warunki interpolacyjne:

s(xk) = f(xk) k = 0, . . . , N

s

(
xk + xk+1

2

)
= f

(
xk + xk+1

2

)
k = 0, . . . , N − 1.

(a) Czy taka funkcja jest wyznaczona jednoznacznie?
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(b) Wyznacz możliwie małą stałą C > 0 niezależną od h taką, że

‖f − s‖∞,[0,10] ≤ C h3.

Zadanie 13 (dodatkowe) Na odcinku [a, b] mamy zadane węzły : a = x0 < . . . < xN = b.
Niech s splajn kubiczny na tym podziale odcinka (czyli funkcja w C2([a, b])
na pod-odcinkach będąca wielomianem kubicznym) naturalny tzn. s′′(a) =
s′′(b) = 0 i f ∈ C2([a, b]) taka, że

f(xk) = 0 k = 0, . . . , N.

Pokaż, że ∫ b

a

f (2)s(2) dx = 0.

Zadanie 14 Rozpatrzmy odcinek [a, b] = [−2, 2] z węzłami xk = −2,−1, 0, 1, 2 dla k =
0, 1, 2, 3, 4. Czy istnieje splajn kubiczny naturalny s taki, że w węzłach
przyjmuje wartości kolejno: 0, 2, 1, 2, 0 i równocześnie s obcięte do odcinka
[x2, x3] = [0, 1] jest równe 1 + x2. Splajn kubiczny jest naturalny gdy
s′′(a) = s′′(b) = 0.

WSK: można policzyć współczynniki splajnu w jakiejś bazie wielomianów
kubicznych na [x3, x4] = [1, 2] i sprawdzić czy wtedy druga pochodna jest
równa zero w x4 = b = 2.
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