Interpolacja

Interpolacja wielomianowa: Lagrange’a i Hermite’a
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Zadanie 6

Dla danej tabelki
z, |-1 01
flzg) | =2 0 2
J (@) 1
f" (@) 0

znajdz za pomoca algorytmu roznic dzielonych wspotczynniki wielomianu
stopnia < 4 w bazie Newtona zwiazanej z weztami i ich krotnosciami i kolej-
noscig z tabelki. (Dwa wezly jednokrotne i jeden trzykrotny).
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oraz w(x) = po(x)+p1(x )
Czy mozemy stwierdzi¢ ze || f — w||sc,(—11] < 0.1 dla funkcji f(z) = sin(z) i

w(x) wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a stopnia co najwyzej dwa ta-
kiego, ze sin(j) = w(j) dla j = —1,0, 1.

Czy znajac w(l,2,3,4] dla wielomianu w stopnia dokladnie trzy mozemy
policzy¢ w|0, 1, 2, 3]7

Czy prawda jest ze dla wielomianu w stopnia doktadnie trzy réznica dzielona
dla dowolnych czterech punktow przyjmuje zawsze te sama wartosé, tzn. czy
dla roznych (xx)3_, 1 innych dowolnych réznych (yx)i_, zachodzi

w[$0,$17I2,$3] = w[y07y1ay2ay3]?

(pierwszy podpukt - dodatkowe)

e Pokaz, ze |||II}_ (2 — zk)||oo,fap) < 0.26NIRN T dlaa =zg <21 < ... <
Ty =bih=maxg_1 N |Tp — Tp_1]

e Korzystajac z tego wzoru oszacuj blad eys := ||fi — Wil 0,10 dla
fi(z) = sin(z), fo = log(l + ) i wi y wielomianu interpolacyjnego
Lagrange’a stopnia co najwyzej N interpolujacego funkcje fr w N + 1
weztach réwnoodlegtych.



Zadanie 7 (dodatkowe) Oszacuj blad epn = ||fi — win|oo,p,10) dla fi(z) = sin(x),
fo = log(1 + z) i wi ny wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a stopnia co
najwyzej N interpolujacego funkcje fr w N + 1 weztach Czebyszewa. Czy w
obu przypadkach zachodzi: e, y — 0 dla N — oo?

Zadanie 8 Dla danych roznych weztow {zx}}_, C [a,b] niech {lx}}_, bedzie baza La-
grange’a P, a dla tych weztéw, i niech L, f wielomian interpolujacy dana
funkcje ciagla f € C([a,b]) w tych wezlach. Pokaz , ze

N
HLanOO,[a,b] < (Z Hlk”m,[a,b})||f||oo,[a,b]‘

k=0

Zadanie 9 (dodatkowe) Pokaz, ze dla k 4+ 1 réznych punktéw roznica dzielona spetnia:
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Zadanie 10 (dodatkowe) Niech (zy)p_, beda réznymi wezlami. Znajdz wspotczynniki
wielomianu "
_ gtk
x
Z k Iy_, (), — )
J#k
w bazie potegowej (1,z,...,2") dla n = 10.

Interpolacja splajnowa

Zadanie 11 Rozpatrzmy w funkcje na [—1,2] taka, ze w obciete do [—1,0] jest wielo-
mianem liniowym, w na [0, 2] jest wiclomianem kwadratowym (tzn stopnia
co najwyzej dwa) oraz w(k) = f(k) dla k = —1,0,1,2. Czy taka funk-
cja w jest wyznaczona jednoznacznie? Oszacuj mozliwie dokladnie btad
e = ||f — wl|loo -1, dla f(z) = sin(4m * x).

Zadanie 12 Na odcinku [0, 10] mamy wezty réwno-odlegte: {z;}i  z z), = k+h dla h =
%. Dla danej funkeji f(z) = sin(4 * ) szukamy funkcje ciagla s € C([a, b))
taka, ze na kazdym pod-odcinku (zy,zx.1) ta funkcja s jest wielomianem
stopnia co najwyzej dwa i spetnia warunki interpolacyjne:

s(xg) = flzg) k=0,...,N

s (—x’“ 2““) — f (—x’“ Z““) k=0,...,N—1.

(a) Czy taka funkcja jest wyznaczona jednoznacznie?
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Zadanie 13

Zadanie 14

(b) Wyznacz mozliwie matg stala C' > 0 niezalezng od h taka, ze
1f = oo, 0,10 < C 2.

(dodatkowe) Na odcinku [a, b] mamy zadane wezly : a =z < . xy =b.
Niech s splajn kubiczny na tym podziale odcinka (czyli funkCJa w 02([ a, b
na pod-odcinkach bedaca wielomianem kubicznym) naturalny tzn. s”(a) =
s"(b) =01 f € C?*([a,b]) taka, ze

b
/ £

Rozpatrzmy odcinek [a,b] = [-2,2] z weztami x, = —2,—1,0,1,2 dla k =
0,1,2,3,4. Czy istnieje splajn kubiczny naturalny s taki, ze w weztach
przyjmuje wartosci kolejno: 0,2,1,2,0 i réwnoczesnie s obciete do odcinka
[, 23] = [0,1] jest réwne 1 + z%. Splajn kubiczny jest naturalny gdy
s"(a) = $"(b) = 0.

WSK: mozna policzy¢ wspotezynniki splajnu w jakiej$ bazie wielomianow
kubicznych na [z3,x4] = [1,2] i sprawdzi¢ czy wtedy druga pochodna jest
réwna zero w x4 = b = 2.

Pokaz, ze



