Iteracyjne metody i numeryczne zadanie wlasne

Zadania na metody iteracyjne rozwigzywania réwnan liniowych

Zadanie 1 (zadanie kolokwium 2017/18) Dla uktadu rownan liniowych zapisanego blo-
kowo jako
Az* + BTy* = b
Bx* + y* = bg
z A= AT > 0 wymiaru n X n i B wymiaru m x n zastosowano nastepujaca
metode iteracyjna:
Arg 4+ By = b
Briyr + ypr = b
pokaz ze jesli
IBAT'B[l, < p < 1.

to metoda zbiezna w normie || - ||» dla dowolnych wektorow startowych x, yo.

Zadanie 2 (dodatkowe) (Blokowa metoda Jakobiego) Dla uktadu réwnar liniowych za-
pisanego blokowo jako

Alx* + Bly* = bl
BQ.I'* + Agy* = b2

z Ai, By, wymiaru n X n zastosowano nastepujaca metode iteracyjna:

Az + Biyn = b
Byxy, + Ay = bo

pokaz ze przy zalozeniu, ze A,:l odwracalne i dodatkowo zachodzi

m]?XHA,;lBkHOO <p<lLl

mamy, ze metoda zbieZzna w normie [|-[|oc dla dowolnych wektoréw startowych
X0, Yo 1 dodatkowo zachodzi oszacowanie

||<xkayk)T - (‘r*7y*)T||OO S pkH(x(hyO)T - (x*7y*)T||OO

Zadanie 3 Niech A = AT > 0 taka Ze jej wartosci wlasne sg w przedziale [1,10]. Znajdz
T takie aby metoda Richardsona: x*™! = % — 7(Ax* — b) byla zbiezna do x*
rozwiazania Az* = b. Oszacuj szybkos$¢ zbieznosci w normie || - ||2. Wyznacz
wartosci parametru dla ktorych oszacowanie szybkosci zbiezno$ci w normie
drugiej bedzie najlepsze.

Zadanie 4 (dodatkowe) Powtorz poprzednie zadanie ale w normie energetycznej ||z||4 =
VaT Az. Wsk: Pokaz ze ||I — TA|| 4 = ||I — TAl|2 korzystajac z istnienia A'/2
takiej, ze A1/2AY? = A.



Zadanie 5 (dodatkowe) Rozpatrzmy uklad liniowy Az = b dla A = AT > 01 C nie-
osobliwej takiej ze conds(CTAC) < 2. Stosujemy m. Richardsona z opty-
malnym parametrem do CTACy = CTb otrzymujac cigg y, zbiezny do v.
Pokaz ze przyjmujac z;, = Cy, dostaniemy wzory na x; wymagajace tylko
mnozenia przez C7,C i A i dodawania wektoréw. Pokaz ze norma bledu
||z — zl|a = |lyr — yl|lcrac, zastosuj do oszacowania szybkosci zbieznosci
btedu w tej normie.

Zadanie 6 Niech A = AT > 0 taka ze jej wartosci wlasne to {1,2,...,10}. Chcemy
rozwigza¢ uklad Azr* = b przy pomocy metody Richardsona i znamy 2z°
takie ze 2° —a* jest ortogonalne do wektoréw wlasnych dla wartosci wlasnych
(10,9,8,7,6,5). Czy dla 7 = 1/3 metoda Richardsona: z*t! = 2% — 7(Az* —
b) jest zbiezna do 2*?7 Oszacuj szybkoSé¢ zbieznosci w normie || - ||2. Wyznacz
wartosci parametru dla ktoérych szybko$é zbieznosci w normie drugiej bedzie
najwieksza przy taki zatozeniu.

Zadanie 7 (dodatkowe) Niech A nieosobliwa. Do rozwigzania ukladu ATAxr = ATbH
zastosowano nastepujaca metode iteracyjna:

" =aF 4 g ATrP R = b — AaF

dla a; minimalizujacego funkcje g(7) = ||z* + 7ATr* — 2*||,. Oblicz wzor
na «y ,sprawdz czy metoda poprawnie okreslona tzn. czy aj mozna policzyé
bez znajomosci z*. Czy metoda jest zbiezna dla dowolnego z° i czy mozna
oszacowaé ||x% — z*||2/||2° — z*|).

Zadanie 8 (dodatkowe) Czy istnieje wartos¢ parametru 7 dla ktorego metoda Richard-
sona bedzie zbiezna (dla dowolnego xy) dla ukladu réwnan z macierza:

(5 3)

Zadanie 9 (dodatkowe) Dla jakich wartosci parametru s nastepujaca metoda iteracyjna

bedzie zbiezna:
o) () G E) ()
= -
0 1) \22/,,, s 1) \x2), 92

dla g1, go ustalonych wartosci.

Zadanie 10 Rozpatrzmy macierz symetryczng A € R19%19 o wartosciach wlasnych {1,...,100}
z odpowiednimi wektorami wtasnymi g, tj. Agqrx = k * ¢;. Chcemy znalezé
rozwigzanie uktadu rownan Ax* = b. Znamy x, takie, ze ro—z* = Z,il apqr
dla a; wspotezynnikéw. Okresl czy metoda Richardsona bedzie zbiezna dla
nastepujach wartosci parametru 7:



Zadanie 11

Zadanie 12

Zadanie 13

Zadanie 14

Zadanie 15

e 7 =10.01
o T—=1
e 7—=0.1.

llz* —z2]2
llz*—=zol|2

W przypadku zbieznosci oszacuj btad dla zj k-tej iteracji metody.

Niech A = (aw)},—, macierz symetryczna i nieosobliwa o wartosciach wla-
snych nalezacych do przedziatlu [—1,2]. Do rozwiazania uktadu rownan li-
niowych Bz* = b z macierza B = [ + A x A zastosowano metode iteracyjna
Richardsona z parametrem 7 = 1/8 Okresl czy metoda zbiegnie do z*i w
przypadku zbieznosci oszacuj odpowiedni btad:

l* — 25" || 5
[E ] P

gdzie xff" dziewiata iteracja Richardsona a x{¥“"* # z* - iteracja startowa.

Zadanie wlasne

Dla macierzy A = [3,—1;—1, 3] zastosowano metode potegowa (z normo-
waniem przez norme druga tzn. ||zg|la = 1) z 2y = [1;0]. Czy otrzymany
ciag lub podciag wektorow xj zbiegnie? Jedli tak to policz odpowiednig gra-
nice. Czy istnieje granica ry = xf Azy/||zk|3? (notacja octave’a - ; oddziela
wiersze)

Dla macierzy A = [10, —1; —1, 10] zastosowano odwrotna metode potegowa
z parametrem 8 (z normowaniem przez norme druga tzn. |[zx]ls = 1) z
o = [1;0]. Czy otrzymany ciag lub podciag wektoréw xj zbiegnie? Jesli
tak to policz odpowiednia granice. Czy istnieje granica ry = x Axy/||zx]|3?
(notacja octave’a - ; oddziela wiersze)

Dla A nieosobliwej takiej, ze dla ustalonej liczby b macierz A — b x I jest
nieosobliwa i spetnia A — b *x I = QZ dla () ortogonalnej, Z nieosobliwej.
Definiujemy macierz

Ci=7Q+bx*I

Czy C' jest podobna do macierzy A, tzn czy istnieje taka macierz nieosobliwa
W, 2e WCW ™! = A? Czy znajac Z,Q,b mozemy macierz W wyznaczy¢?

(dodatkowe) Dla A = [-7,1;—1,—7] zastosowano nastepujacy algorytm:
Zo=1idlak=0,1,... znajdz Zy, ortogonalna i R) gornotréjkatna takie,
7e Zp1 R = AZy.

e Policz wartosci i wektory wtasne A.



Zadanie 16

Zadanie 17

Zadanie 18

Zadanie 19

e Pokaz ze ciag pierwszych/drugich kolumn macierzy Z; maja podciagi
zbiezne do wektoréw wilasnych macierzy A.

e Pokaz ze macierze Ry zbiegna do macierzy diagonalnej - wyznacz jej
wartosci na diagonali.

e przyjmujac Qpi1 := Z} Zp1 pokaz, ze Qi1 Ry = ZL AZy, := Ay, oraz
Ris1Quy1 = Z1 1 AZikyy = Agqr.

e Pokaz, ze algorytm : Ay = A dla k > 0 policz rozktad QR macierzy

Ar = Qri1Riy1 nastepnie policz Apyy = Riy1Qrs1 jest réwnowazny
wyjsciowemu (przyjmujac definicje Zy, Qk, Ax z punktéw powyzej).

Dla macierzy H + ol z macierza Householdera H M x M, zastosowano
metode potegowa z xy 0 normie drugiej rownej jeden.

(a) Dla jakich a i zy wektorow startowych metoda zbiegnie (lub bedzie
miala podciag zbiezny?) i ewentualnie do czego te podciagi zbiegna.

(b) Jak zaimplementowaé jedna iteracje tej metody mozliwie tanio?

(c) Jak majac tylko procedure mnozenia przez macierz Householdera a nie
majac fizycznie tej macierzy (i nie tworzac jej) wyznaczy¢ wektor Ho-
useholdera tej macierzy z uzyciem metody potegowej zastosowanej do
H+ al?

Zadania dodatkowe - wszystkie oznaczone jako dodatkowe

(dodatkowe - bardzo trudne) Dla macierzy nieosobliwej A = (a;)%—; wy-
miaru m X m o statych przekatnych, tzn. a;; = ¢ dla j —i = k, zaproponuj
algorytm rozwigzywania uktadu Az = b kosztem kwadratowym.

(dodatkowe) (metody bezposrenie - Blokowe macierze) Mamy uktad réwnan
liniowych zapisany blokowo jako

Ali‘* + Bly* = bl
AQ.I'* = bQ

z Ay, B, wymiaru n xn. Zakladamy ze macierze A, nieosobliwe i z potrafimy
rozwigzaé¢ uklad Ayy = fi dla dowolnego wektora f; kosztem O(n?). Zapro-
ponuj metode znalezienia rozwiazania wyjsciowego uktadu kosztem O(n?).

(dodatkowe) (Blokowa metoda Gaussa-Seidla dla macierzy dolnotréjkatnej)
Dla uktadu réwnan liniowych zapisanego blokowo jako

All’* -+ Bly* = bl
BQZL’* —+ Agy* = bg



z Ai, B, wymiaru n X n zastosowano nastepujaca metode iteracyjna:

Az + By, = b
Boxpy1r + Asypir = bo

pokaz ze przy zalozeniu, ze A,;l odwracalne i

mI?XHA,;lBkHOO <p<Ll

zachodzi, ze metoda zbiezna w normie || - || dla dowolnych wektoréw star-
towych xg, yg 1 dodatkowo widzimy oszacowanie

1 )™ = (2%, y") Moo < P* [l (0, 50)" = (27, y) [loc-



