Zadania z fl, na normy i LZNK

Zadania z fl

Oznaczenie :

aew oznacza a * 10% dla a liczby rzeczywistej z zakresu [0, 10] postaci

d.dddd gdzie d to cyfra 0,...,9, a w wyktadnik czyli liczba catkowita, np 1.234567e5
oznacza 123456.7 a 0.1234e — 3 oznacza 0.0001234. Zadania czy podpunkty oznaczone
jako dodatkowe/bardzo trudne nie beda na kartkowce. CzeS¢ z nich jest trudna
pozornie z braku narzedzi, ktére pojawia sie na wyktadzie pozniej, albo jest tylko dosé
mozolna obliczeniowo, czy dotycza mniej waznych zagadnien z wyktadu.

Zadanie 1

Zadanie 2

Zadanie 3

Zadanie 4

Chcemy obliczyé¢ funkcje f(x) = exp(107x) w arytmetyce pojedynczej pre-
cyzji (nie przejmujac sie zakresem tzn. niedomiarem/nadmiarem). Po-
licz (przyblizony i wzgledny) wspotezynnik uwarunkowania zadania dla = €
[—10, 10] i okresl czy obliczanie w tej arytmetyce fl wartosci f dla z = —6
jest dobrze uwarunkowane ze wzgledu na btad wzgledny?

Chcemy w fl obliczy¢ f(z) = 22 — V42? + 7. Rozpatrzmy dwa algorytmy:
w pierwszym liczymy:

f=VAzxz2+ 7, f =22 — f;
a w drugim:
fi=Vadx?2+ 7, f:==7.0/2z + f);

Ktory z nich nalezy zastosowa¢ do obliczenia w arytmetyce fl pojedynczej
precyzji f(107)? (Poda¢ krotkie uzasadnienie - 1-2 zdania - nie trzeba for-
malnie dowodzi¢ oszacowan)

Chcemy obliczyé¢ (x + 2)® — 8 dla > 0 . Zaproponuj algorytm o maltym
bledzie wzglednym obliczania tej funkeji dla x > 0. (uzasadnij)

WSK: Mozna pokazaé¢ numeryczna poprawnos¢ + dobre uwarunkowanie - co
gwarantuje maty btad wzgledny (wyktad) ale wystarczy uzasadni¢ krotko w
2-3 zdaniach.

(dodatkowe) Byto na ¢éwiczeniach. Pokaz, ze nastepujacy naturalny algorytm
obliczania: iloczynu skalarnego dwoch wektorow z,y € RM tzn. 27y =
224:1 z(k)y(k) jest numerycznie poprawny tzn. obliczamy
s=x (1)*y (1);
for k=2:M,

s=s+x(k)*y(k);
endfor



Zadanie 5

Zadanie 6

Zadanie 7

Zadanie 8

Zadanie 9

Zadanie 10

(dodatkowe) Pokaz, ze nastepujacy naturalny algorytm obliczania iloczynu
macierz kwadratowej A € R™M i wektora z,€ RM tzn. y = Az : jest
numerycznie poprawny:
for j=1:M,

y(J)=0;

for k=1:M,

y(§)=y(i)+AG  k)*x(k);
endfor
endfor

Wskazowka: y(j) jest iloczynem skalarnym j—tego wiersza A z x.

(bardzo trudne) Pokaz, ze nastepujacy naturalny algorytm obliczania: co-
sinusa kata dwoch wektorow x,y € RM tzn. cos(z,y) = #&E jest

numerycznie poprawny:

(a) a= \/ 22/1:1 3, b= \/ 22/1:1 Vi

(b) c¢= 224:1 kYK
(¢) w=c/(axb)

Zadania z norm

Dla C = 10* znajdz takie o > 0, ze dla normy postaci ||z|| = |z1| + a|zs| W
R? zachodzito
I el
a0 ||z a0 ||

tzn. by optymalne state rownowaznosci byty réwne C' i jeden odpowiednio.

Zmajdz mozliwe duze ¢ > 0 i mozliwie malte C' > 0, ze dla normy wektorowej

w RE: || Z]) = /35 57" |2|? zachodzi
vieRY @], < |17 < C[IF])o-

State ¢, C' nazywamy stalymi réwnowaznosci miedzy norma druga a norma
-1

(dodatkowe) Dla wektora rzeczywistego x = (z;)", definiujemy |x| = (|z;|)1™;.
Dla norm p-tych zachodzi zawsze ||z||, = |||z]||,. Czy istnieje norma || - || w
R? dla ktorej istnieje wektor  taki, ze ||z|| # |||x]||? Uzasadnij (w przypadku
na tak podaj definicje normy).

(dodatkowe) Dla macierzy rzeczywistej A = (a;j);; n X n zdefiniujmy |A| =

(Jaij|)is-



Zadanie 11

Zadanie 12

Zadanie 13

Zadanie 14

(a) Czy dla normy Frobeniusa, maksimum i pierwszej zachodzi réwnosé
norm A i |A|? Wsk: Istnieja proste wzory na te normy zalezne od
wspotczynnikéw macierzy.

(b) Pokaz np wprost z definicji normy indukowanej, ze

[All2 < [I[A[l2.

(c) Podaj kontrprzyktad, ze odwrotna nieréwnosé nie zawsze zachodzi. Wsk:
Mozna skonstruowaé kontrprzyklad A = AT 2 x 2 korzystajac ze wzoru:
|All2 = p(A) - dla A = AT. Tu p(A) modut najwiekszej co do modutu
wartosci wlasnej A.

(dodatkowe) Pokaz ze jesli dla wektorow z,y € R” (2 ma niezerowe sktadowe

tzn. xy # 0) zachodzi % <e

Mge kE=1,...,n, (1)
|z ]
to
||I']€—y]€||p <e p= 1’2700 (2)
[E
(dodatkowe) Czy stwierdzenie odwrotne do poprzedniego zadania jest praw-

dziwe np. dla p = oo czy z tego ze zachodzi zachodzi ? Jesli nie
zachodzi prosze poda¢ kontrprzyktad np. dla n = 2.

(dodatkowe) Dla macierzy A wymiaru 10 x 10 z Zadania |§|, patrz ponizej,
dla ay = dp, = —by = —c = 1 dla wszystkich odpowiednich £, oblicz induko-
wang norme maksimum tzn. ||A|« 1 wyznacz taki wektor z rézny od zera,
7e ||z]|oo||Allce = ||A%]|oo. Czy wektor = jest wyznaczony jednoznacznie (z
doktadnoscia do przemnozenia przez —1)?

(dodatkowe) Dla danego € > 0 niech

A =

O~ ™
[ T
A = O

Pokaz, ze

lim condsy(A,) = oo.
e—0

Wsk: Dla A = AT ||A|ls = p(A) promien spektralny (max z modulu z
wartosci wlasnych) - zauwazmy ze A = el + Ay dla

010
A= (10 1
010

wiec AM(Ae) = € + A(Ap), tu A(C) oznacza zbiér wartosci wlasnych macierzy

C.



Zadanie 15

Zadanie 16

Zadanie 17

Zadanie 18

(dodatkowe) Mamy 2 uktady réwnan liniowych: Az = b i drugi z zaburzona
macierzg A tzn

1 0.99 2 A 1 0.98 2
(e ()) () ()

llz1—22]loo
llz1]loc

Policz btad bezwgledny:||x; — 22|00, wzgledny: oraz wspotczynniki

uwarunkowania A i A w normie maksimum.

Zadania na LZNK

Dla danych m réznych punktéw (xy,, yp) okreslamy krzywa y—axx*—bx?—c =
0 (a, b, c parametry krzywej) jako najlepiej pasujaca do tych punktow jesli:
Z|yk—a*xé—bxi—c|2:{néi{l2|yk—d*xi—l;*xi—é|2

k=1 GUE p=1

Sformutuj zadanie znalezienia parametréow takiej krzywej jako liniowe zada-
nie najmniejszych kwadratow (LZNK) dla danych m punktow. Okresl jakie
warunki musza spetlniaé¢ punkty aby to zadania mialto jednoznaczne rozwiaza-
nie dla m > 0. Wyznacz koszt rozwiazania tego LZNK zadania przy pomocy
algorytmu Householdera wzgledem m tzn jako CymP+O(mP~1) dla Cy stalej
dodatniej i p wyktadnika naturalnego.

Niech A macierz n+1xn kolumnami regularna tréjdiagonalna tzn. wszystkie
elementy takie, ze |i — j| > 1 sa rowne zero. Jak rozwiagza¢ LZNK z taka
macierza kosztem rzedu Cin + Cy dla Cp, Cy statych dodatnich z uzyciem
rozktadu QR uzyskanym z wykorzystaniem macierzy Householdera.

(dodatkowe) Rozpatrzmy macierz A wymiaru (n+1) xn taka ze jesli zapisujac

blokowo mamy:
Ap b
A= 1 1
< 0 b2>

dla A; macierzy n x (n — 1) i wektora b = <

by
bo
b, wektorem wymiaru n. Znamy macierze: goérnotrojkatna max rzedu R
wymiaru n X (n — 1) i Q; ortogonalng wymiaru n x n ze

> z by rézZnym od zera i

Al =@Q1R.

oraz potrafimy policzy¢ iloczyn Qix lub QTz kosztem liniowym tzn. Cn
dla pewnej statej C. Czy macierz A jest kolumnami regularna? A jesli
tak to jak mozliwie tanio znalezé rozktad QR macierzy A z () ortogonalng

4



i R gornotrojkatna? Podaj koszt jako funkcje postaci Con? + O(nP~1) dla
najnizszego mozliwego p naturalnego i jakiejs statej Cy. Mozna rozwazy¢ dwa
przypadki - pierwszy kiedy explicite wyliczamy () a drugi gdy otrzymujemy
Q@ jako iloczyn odpowiednio dobranych macierzy ortogonalnych.

Zadanie 19 Rozpatrzmy rodzine LZNK z macierza A, i wektorem f takich, ze:

4 « 1

0 —1 0
HQ*Hl*Aa— 0 0 ) f_ -1 9

0 0 1

gdzie Hy, jest macierzg Householdera z odpowiednim wektorem Householdera
wy: wy = (1,1,1,1)T 1wy = (0,-2,0,0)7.
(a) Okresl dla jakich wartosci @ to LZNK ma jednoznaczne rozwiazanie.
(b) Policz pierwsze kolumny macierzy A, dla o réwnego 8 i —/7/23.
(c) Dla jakiego a btad rozwiazania LZNK ||A.xf — f||2 jest najmniejszy?
Tu x} to rozwiazania LZNK z A, i f.

Zadanie 20 (dodatkowe) bo za dtugie na kartkowke... Rozwazmy zadanie: Dla danych
m punktéw z, € R? i danego niezerowego wektora 7t € R3 znajdz wektor
r € R® nalezacy do plaszczyzny prostopadlej do wektora 7 tzn. zadanej
wzorem P, = {x : 277 = a} taki, Ze suma kwadratéw odlegtosci

M
Z dist(z, P,)?
k=1

jest minimalna. Tu dist(z, P,) = mingep, ||z — yll|2-

(a) Pokaz, ze dist(z, P,) = |2T7 — a| = |(z — )77 dla dowolnego = € P,.

(b) Sformutuj to zadanie jako LZNK z A m x 3 i wektorem f m x 1.

(¢) Pokaz, ze to LZNK nie jest regularne i zaproponuj metode znalezie-
nia rozwiazania o minimalnej normie drugiej (to klasyczny warunek by
ujednoznaczni¢ LZNK) za pomoca przeksztatcen Householdera. Osza-

cuj koszt jako O(mP) dla mozliwie malego p naturalnego. Czy ta metoda
pozwoli znalezé tez baze przestrzeni zerowej macierzy A?

(d) Przeformuhuj to zadanie na znalezienie P, czyli de facto « i sformutyj
jako regularne LZNK z macierza niezerowa m x 1.

Mozna zatozy¢, ze ||7i||s = 1 - to troche uprosci wzory.



Zadanie 21 (zadanie z kolokwium 2017/18 - przeformutowane) Mamy macierz A m x n
n < m i macierze ),V ortogonalne, oraz C' 2-diagonalng goérno-trojkatna o
niezerowej gltownej diagonali, takie, ze

A=QCV

Jak za pomoca macierzy Householdera rozwiaza¢ LZNK z macierza A i wek-
torem prawej strony b mozliwie tanio? Czy rozwiazanie tego LZNK jest
jednoznaczne?



