Zadania z fl, interpolacji, aproksymacji

Zadania z fl

Oznaczenie :
.9, aw wyktadnik czyli liczba catkowita, np 1.234567¢5 oznacza 123456.7 a 0.1234e — 3 oznacza

cyfra0,...

0.0001234.

aew oznacza a * 10* dla a liczby rzeczywistej z zakresu [0, 10] postaci d.dddd gdzie d to

Zadania czy podpunkty oznaczone jako dodatkowe/bardzo trudne nie beda na kartkdwce. Czgs¢é

z nich jest trudna pozornie z braku narzedzi, ktére pojawia si¢ na wykladzie pdzniej, albo jest tylko dos¢
mozolna obliczeniowo, czy dotycza mniej waznych zagadnien z wyktadu.

Zadanie 1

Zadanie 2

Zadanie 3

Zadanie 4

Zadanie 5

Chcemy obliczy¢ funkcje f(x) = exp(107z) w arytmetyce pojedynczej precyzji (nie przejmu-
jac si¢ zakresem tzn. niedomiarem/nadmiarem). Policz (przyblizony i wzgledny) wspoétczynnik
uwarunkowania zadania dla x € [—10, 10] i okresl czy obliczanie w tej arytmetyce fl wartosci f
dla x = —6 jest dobrze uwarunkowane ze wzgledu na btad wzgledny?

Chcemy w fl obliczy¢ f(z) = 2z — /422 + 7. Rozpatrzmy dwa algorytmy: w pierwszym
liczymy:

f=Vax2+7; f =2z — f;

a w drugim:
fi=Va4a?2+ 7, f:=—-7.0/2x + f);

Ktéry z nich nalezy zastosowac do obliczenia w arytmetyce fl pojedynczej precyzji f(107)? (Po-
da¢ krotkie uzasadnienie - 1-2 zdania - nie trzeba formalnie dowodzi¢ oszacowan)

Chcemy obliczy¢ (z + 2)* — 8 dla z > 0 . Zaproponuj algorytm o matym bledzie wzglednym
obliczania tej funkcji dla z > 0. (uzasadnij)

WSK: Mozna pokaza¢ numeryczng poprawnos¢ + dobre uwarunkowanie - co gwarantuje maty
btad wzgledny (wyktad) ale wystarczy uzasadni¢ krétko w 2-3 zdaniach.

(dodatkowe) Bylo na éwiczeniach. Pokaz, Ze nastgpujacy naturalny algorytm obliczania: iloczynu
skalarnego dwéch wektoréw z,y € RM tzn. 27y = 224:1 z(k)y(k) jest numerycznie poprawny
tzn. obliczamy

s=x(1)*y (1);
for k=2:M,

s=s+x(k)*xy(k);
endfor

(dodatkowe) Pokaz, ze nastgpujacy naturalny algorytm obliczania iloczynu macierz kwadratowe;j
A € RMM § wektora x, € RM tzn. y = Ax : jest numerycznie poprawny:
for j=1:M,

y(j)=0;

for k=1:M,

y(j)=y(j)+A(] ,k)*x(k);
endfor
endfor

Wskazowka: y(j) jest iloczynem skalarnym j—tego wiersza A z x.



Zadanie 6

Zadanie 7

Zadanie 8

Zadanie 9

Zadanie 10

Zadanie 11

Zadanie 12

(bardzo trudne) Pokaz, ze nastgpujacy naturalny algorytm obliczania: cosinusa kata dwdéch wek-

T
torow =,y € RM tzn. cos(z,y) = —=Y— jest numerycznie poprawny:

(@) a= fc\/jl k,b—\/ZiM:lyi

(b) ¢ = 33, Ty
(c) w=c/(axb)

Interpolacja wielomianowa

Dla danej tabelki

z |—1 0 1
flzp) [ -2 0 2
f'(xk) 1
f//(-rk> 0

znajdZ za pomoca algorytmu réznic dzielonych wspétczynniki wielomianu stopnia < 4 w bazie
Newtona zwiazanej z weztami i ich krotno$ciami i kolejnoscia z tabelki. (Dwa wezly jednokrotne
1 jeden trzykrotny).

Niech
po(z) = 1
n@) = (z—1)
ps(z) = (z—1)(z—2)
ps(z) = (z—1)(z—2)(z—3)

oraz w(z) = po(z) + p1(z) — 2p2(z) + 3ps(x). Oblicz réznice dzielong w2, 3, 4].

Czy mozemy stwierdzi€ ze || f — w||oo,—1,1) < 0.1 dla funkcji f(z) = sin(z) i w(x) wielomianu
interpolacyjnego Lagrange’a stopnia co najwyzej dwa takiego, ze sin(j) = w(j) dlaj = —1,0, 1.

(pierwszy podpukt - trudne)

e Pokaz, ze ||[|I}_o(z — i) |lsoay < 025NNt dlaa = 29 < 27 < ... < ay = bi
h = maxp_,,._, N\ﬂfk—iﬁkz 1\

o Korzystajac z tego wzoru oszacuj btad e 3 := || fr — Wi 3lloo 010 dla fi(z) = sin(z),
fa = log(1 + z) i wy v wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a stopnia co najwyzej N

interpolujacego funkcje fr w N + 1 weztach réwnoodlegtych.

(dodatkowe) Oszacuj btad e n = || fi — Wi,n oo 0,100 dla fi(z) = sin(z), fo = log(l + z) i
wy,, v wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a stopnia co najwyzej N interpolujacego funkcje fj
w N + 1 weztach Czebyszewa. Czy w obu przypadkach zachodzi: e, y — 0 dla N — 00?

Dla danych réznych weztéw {z }7_, C [a, b] niech {l; }}_, bedzie bazg Lagrange’a P, a dla tych
wezléw, i niech L, f wielomian interpolujacy dang funkcje ciagta f € C([a,b]) w tych weztach.
Pokaz , ze

HLanoo,[ab S Z HlkHoo[ab] Hf”oo[ab]



Zadanie 13

Zadanie 14

Zadanie 15

Zadanie 16

Zadanie 17

Zadanie 18

(dodatkowe) Pokaz, ze dla k£ 4 1 r6znych punktéw réznica dzielona spetnia:

flzo, .-, xk :Z%

—
J i#]

(dodatkowe) Niech (xy)}_, beda réznymi weztami. ZnajdZz wspotczynniki wielomianu

n H?:O(x - xj)
St

— I7_, (z1, — )
k=0 §¢k

w bazie potggowej (1, z,...,z") dlan = 10.

Interpolacja splajnowa

Rozpatrzmy w funkcje na [—1, 2] taka, ze w obcigte do [—1, 0] jest wielomianem liniowym, w
na [0, 2] jest wielomianem kwadratowym (tzn stopnia co najwyzej dwa) oraz w(k) = f(k) dla
k= —1,0,1,2. Czy taka funkcja w jest wyznaczona jednoznacznie? Oszacuj mozliwie doktadnie
blad € := || f — wl|oo[—1,9 dla f(z) = sin(47 * z).

Na odcinku [0, 10] mamy wezty réwno-odlegte: {z;}t  z z; = k x h dla h = 1. Dla danej
funkcji f(x) = sin(4 * «) szukamy funkcje ciagta s € C(]a, b]) taka, ze na kazdym pod-odcinku
(g, Try1) ta funkcja s jest wielomianem stopnia co najwyzej dwa i spetnia warunki interpola-
cyjne:

s(zg) = f(zg) k=0,...,N

s (—I’“ +25”’“+1) — (—‘”’f 2”“) k=0,...,N—1.

(a) Czy taka funkcja jest wyznaczona jednoznacznie?

(b) Wyznacz mozliwie malq stata C' > 0 niezalezng od h taka, ze
Ilf = slloo,jog < C h3.

(dodatkowe) Na odcinku [a,b] mamy zadane wezty : a = xyp < ... < zy = b. Niech s
splajn kubiczny na tym podziale odcinka (czyli funkcja w C?([a, b]) na pod-odcinkach bedaca
wielomianem kubicznym) naturalny tzn. s”(a) = s”(b) = 0i f € C?([a, b)) taka, ze

Pokaz, ze

b
/ fPs@ dz = 0.

Rozpatrzmy odcinek [a,b] = [-2,2] z weztami =, = —2,—1,0,1,2dla k = 0,1,2,3,4. Czy
istnieje splajn kubiczny naturalny s taki, ze w wezlach przyjmuje wartosci kolejno: 0,2,1,2,0
i réwnoczesnie s obcigte do odcinka [xq, 3] = [0,1] jest rowne 1 + z%. Splajn kubiczny jest
naturalny gdy s”(a) = s”(b) = 0.

WSK: mozna policzy¢ wspétczynniki splajnu w jakiejS bazie wielomianéw kubicznych na
[z, 4] = [1,2] i sprawdzi¢ czy wtedy druga pochodna jest réwna zero w x4, = b = 2.

3



Zadanie 19

Zadanie 20

Zadanie 21

Zadanie 22

Zadanie 23

Zadanie 24

Aproksymacja, wielomiany ortogonalne

(dodatkowe) ZnajdZ wzory na regute trécztonowa P,y = a,xP, + b, P, + ¢, P,,_1 dlan =
0,1,2,3,... dla wielomianéw ortonormalnych P, w (f,g) L2(a,b)- Wielomiany ortonormalne
P, = a,2" + ... spelniaja

(Pnapm)Lg(a,b) = { m,n=20,1,2,3,...

(dodatkowe) Znajdz wzory na regute trécztonowg dla wielomian6w Czebyszewa na [a, b] tzn dla
To(z) = To((z — 24£2) « ;£) gdzie {T},},>0 to wielomiany Czebyszewa na [—1, 1] spetniajace
To=1,Ti(t)=tiT, + T, =2tT,.

(dodatkowe) Rozpatrzmy ¢(z) = sin(z) i zadania znalezienia wielomianéw najlepszej aproksy-
macjidlag: w; € Vi = P,iwy € Vo = P,_; dlan > 0 w normie:

I£Il = \//_ﬂ<2 + cos(x))| f(z)|? dx.

(a) ZnajdZ wy,wy dlan = 1.

(b) Dla jakich n > 0 prawda jest, ze w; = ws? Uzasadnij odpowiedz.

WSK: to norma typu L? wigc generowana przez iloczyn skalarny typu L? z odpowiednia waga
a podprzestrzenie sa przestrzeniami wielomianéw. Kazda metod opisana w skrypcie zadziata ale
zeby sobie uprosci¢ rachunki mozna zauwazy¢, ze w iloczynie skalarnym generujacym te norme
(u,v) = 0 o ile u * v jest funkcja nieparzysta np. (sin(x)x*) lub (z*,27) dla k parzystego a j
nieparzystego.

(dodatkowe)
(a) Pokaz, ze element najlepszej aproksymacji jednostajnej, czyli w normie || - ||o., w P, na
[a, b] dla dowolnej funkcji ciagtej f interpoluje t¢ funkcje w n + 1 punktach na [a, b).

(b) Czy prawda jest, ze dla danej funkcji f ciaglej na [a,b] zawsze istnieje ciag weziow
{22}y C [a,] taki, ze ciag wielomianéw stopni nie wigkszych od n: L, f interpoluja-
cych te funkcje w tych weztach (tzn. L, f(x}) = f(z})) zbiega jednostajnie do tej funkcji?
Uzasadnij odpowiedZ.

WSK: Uzyj twierdzenia o alternansie.

(dodatkowe) Dla zbioru K = {—1,0, 1} znajdZ liniowy wielomian najlepszej aproksymacji w
normie || f||oo,x = Max,ex | f(x)| dla funkcji f(x) = 2% — 1.876  x + /17.

WSK: Ile punktowy jest alternans dla wielomianu liniowego a ile punktéw jest w zbiorze K?

Niech f(z) = 422® — 22 + 2z — 1. Znajdz wielomian stopnia < 2 najlepiej przyblizajacy f w
normie supremum na przedziale



Zadanie 25

Zadanie 26

Zadanie 27

Zadanie 28

Zadanie 29

Zadanie 30

e [0,1]

e [0,4

Jeshi to zadanie bedzie na kartkdwce to bedzie trzeba wybrac 2 przedziaty.
WSK: mozna skorzysta¢ z wilasnosci wielomianéw Czebyszewa i ich wtasno$ci minimaliza-
cyjnych na [—1, 1] i odpowiedniego liniowego przeskalowania

Niech f(x) = 4223 — 2z. Pokaz ze w; = wy dla w, wielomianu najlepszej aproksymacji
jednostajnej dla f stopnia < n na [—5, 5]. Nastepnie znajdz w;.

Czy znajac w; potrafisz znalez¢ wielomian liniowy najlepszej aproksymacji jednostajnej dla
g(x) =21 % a3 + 2 — 2?2

Wielomian najlepszej aprosymacji jednostajnej w,, st < n dla f € C([a,b]): spetia: ||f —
W ||oo,ap) = infpep, || f = Pllooap) VP € Pn. Tu P, przestrzefi wielomaniéw stopnia < n.
WSK: f jest nieparzystag wigc mozna pokazaé (jak?) ze wielomian najlepszej aproksymacji jed-
nostajnej w,, stopnia < n tez bedzie funkcja nieparzysta. Zauwaz ze g(x) = 0.5 % f(x) + 2x — 2.

(dodatkowe) Dla zbioru K = [—1, 1] znajdz liniowy wielomian najlepszej aproksymacji w normie
I flloo.x = maxger | f(2)| dla funkeji f(z) = 2* — 1.876 * x + \/17. Pokaz ze alternans w tym
przypadku zawiera konce odcinka.

WSK: Funkcja f—p jest Scisle wypukta dla dowolnego wielomianu liniowego p. Ile punktowy jest
alternans dla wielomianu liniowego? Ile ekstreméw WEWNATRZ odcinka moze mie¢ funkcja
f — p dla p wielomianu liniowego?

(dodatkowe) Dla zbioru K = [—1, 2] znajdzZ liniowy wielomian najlepszej aproksymacji w normie
| fllco,x = max,ex | f(z)| dla funkcji f(z) = || — x + 4. Pokaz ze alternans w tym przypadku
zawiera korice odcinka.

WSK: Gdzie funkcja postaci |z| 4 p; dla p; wielomianu liniowego moze mie¢ ekstrema?

Pokaz ze dla dodatniej wagi parzystej w (tzn. w(—z) = w(x)) wielomian ortogonalny stopnia
parzystego w iloczynie skalarnym typu L2(—a,a): (f,9)12(—aa) = [ ,wfg dx jest funkcja
parzysta.

Niech py(z) = 2¥ 4 ... ciag wielomianéw ortogonalnych z iloczynie skalarnym typu L2(—1, 1)

z waga parzysta tzn (f,g) = fjl f(z)g(x)p(x) dx z p(x) = p(—z). Pokaz, ze p(0) = 0 wtedy i
tylko wtedy gdy k nieparzyste.

WSK: Mozna pokazaé ze zera p;, leza symetrycznie wzgledem zera.

Wiedzac, ze dla danej dodatniej wagi w zachodzi:

3 .
/ e dp — { O1 k nieparzyste k=0, . .8
_1 T+l w.p.p.

e znajdZ pierwsze cztery wielomiany ortogonalne P, k = 0,1,2,3 w iloczynie skalarnym

(f,9) = [°,wfg da.

e znajdz kwadrature Gaussa obliczania fi fw dx rzedu cztery.



Py, k-ty wielomian ortogonalny gdy Py stopnia & i (P, w) = 0 dla dowolnego w wielomianéw st.
< k.

WSK: W pierwszym podpunkcie mozna skorzysta¢ z ortogonalizacji Gramma-Schmidta lub
reguty trocztonowej - por. skrypt wyktadowcy. W drugim podpunkcie nalezy skorzystac z pier-
wszego.

Zadanie 31 Znajdz kwadraturg maksymalnego rzgdu oparta o dwa wezty w tym jeden réwny zero dla oblicza-
nia [°, fdrtzn Qf = Af(0) + Bf(0)dlad € [-1,3].
Kwadratury - ostatni wyklad

Zadanie 32 (dodatkowe) (o ile nie bylo na ¢wiczeniach) Rozpatrzmy kwadrature P, f = (b — a) * f((a +
b)/2) dla [ f dt.

(a) Znajdz jej rzad.

(b) Pokaz oszacowania btedu

b
[ £t = Pasf] < 61 i = o
dla f € C’([a,b]) dla j = 1,2. (Tu ¢; state niezalezne od f ani a,b. ) Przypadek j = 2 jest
trudny.
(c) Konstruujemy kwadrature ztozong prostokatow dla catki fcd f(z) dx:

N N
Pof = Puurangf =hY_ flar—h/2)
k=1 k=1
dlah = (d—c)/Nixzp = c+ kx*h. Pokaz, ze

d
en = | / fdt — Py < oot

dla j = 1, 2. (Tu d, stale niezalezne od f ani N czy h. )

(d) Pokaz, ze lim,,_,, ey = 0 dla f dowolnej ciagtej (pochodna moze nie istnieé).

Wsk: Trzeci podpunkt wynika z drugiego.



