Zadania numerycznaj algebry liniowej

Zadania czy podpunkty oznaczone jako dodatkowe/bardzo trudne nie beda na kartkéwce. Czgs¢ z nich jest
jako dodatkowo poniewaz sa pozornie trudne z braku narzedzi, ktére pojawia si¢ na wyktadzie pdzZniej, albo
jest tylko do§¢ mozolna obliczeniowo, czy dotycza mniej waznych zagadnien z wyktadu.

Zadanie 1

Zadanie 2

Zadanie 3

Zadanie 4

Zadanie 5

Zadania na rozklady LU, Choleskiego etc

Napisz w pseudokodzie algorytm rekurencyjny Choleskiego polegajacy na tym, ze dzielimy
macierz A = AT > 0 na 4 bloki mniej wigcej podobnych wielkosci (przy parzystym wymiarze

na réwne) tzn.
A Ap
A pu—
(Am A22)

(R R
R‘(o Ros
wyznaczajac bloki R;;, Ry; odpowienim wywotaniem rekurencyjnym tej funkcji. Powinnismy
otrzymaé czynnik g-tréjkatny roktadu Choleskiego taki, ze A = RTR.

i szukamy macierzy gérnotrdjkatne;j

Znamy rozklad Choleskiego LDLT macierzy A = AT > 0 wymiaru m x m. Jak mozliwie
tanio wyznaczy¢ element macierzy odwrotnej A~! na pozycji (1, 1), tzn. w pierwszym wierszu i
pierwszej kolumnie.

(dodatkowe) Udowodnij, ze dla macierzy A = (ay,) silnie diagonalnie dominujacej wierszowo

tzn.
|akk| > Z ]akl\ Vk
kL
eliminacje Gaussa tzn rozktad LU mozna wykona¢ bez wyboru elementu gtéwnego (czyli bez
permutacji kolumn czy wierszy).

Uwaga: Nie jest to trudne ale na tyle mozolne ze na kartkbwce nie bedzie - ale TRZEBA to
wiedzie¢ wigc zachgcam do przeliczenia.

Niech
3 2 1
A=130 22 11
0 20 110

Znajdz metoda eliminacji Gaussa z wyborem elementu w kolumnie (czg¢s$ciowy wybér elementu
gléwnego) macierze L, U, P gdzie L dolnotrojkatna z jedynkami na diagonali, U gornotrojkatna,
P permutacji takie, ze PA = LU.

Niech
1 -1 -1
A=1-1 2 1
-1 1 5

Znajdz metoda eliminacji Gaussa dla macierzy symetrycznej dodatnio okreslonej macierze
rozktadu Choleskiego tzn. L, D gdzie L dolnotrdjkatna z jedynkami na diagonali, D diagonalna z
dodatnimi elementami na diagonali, takie, ze A = LDL™ . jak znajac ten rozktad znalez¢ czynnik
rozktadu Choleskiego tzn. L macierz dolnotréjkatng taka, ze A = LLT?
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Niech
1 -1 -1

A=1[-1 2 1
-1 1 2

Znajdz metoda Choleskiego czynnik rozktadu Choleskiego tzn. L macierz dolnotréjkatna z do-
datnia przekatna taka, ze A = LLT. Czy istnieje rozktad Choleskiego macierzy

1 -1 -1
A=1-1 2 1]
11 -2

(dodatkowe) Rozpatrzmy macierz kwadratowa wymiaru (m + 2) x (m + 2) dla m > 2 zapisana
C

BT 0
rozktadu QR mamy dane (tzn znamy ortogonalng () i gérnotréjkatng R takie, ze C' = QR), B
macierz m X 2 maksymalnego rzgdu.

w formie blokowej A = , gdzie C' dana nieosobliwa macierz m x m, ktérej czynniki

(a) Zaproponuj algorytm rozwiazania uktadu réwnan liniowych AZ = f mozliwie niskim
kosztem przy zatozeniu, ze A nieosobliwa.
(b) Oszacuj ten koszt w terminach Cym? + O(mP~1) dlap =1,2,3,...1 C stale;.

(c) Czy przy powyzszych zatozeniach A jest nieosobliwa? JeSli nie to podaj mozliwy do
sprawdzenia mozliwie tanio warunek na C'i B, aby A byta nieosobliwa.

(dodatkowe) (Uktad z macierza tréjdiagonalna) Rozpatrzmy uktad réwnan liniowych Az = f z
wektorem prawej strony f = (fi,..., f.)? i A macierza rzeczywista n x n, majaca elementy
niezerowe tylko na 3 gtéwnych przekatnych (diagonalach), tzn:

a C 0 0
bl (05} Co

bn73 Ap—2 Cp—2 0

bn—? ap—1 Cp—1

o 0 - 0 by ay,

silnie diagonalnie dominujaca wierszowo. Opisz w pseudokodzie algorytm rozwigzywania
tego uktadu bedacy odpowiednia wersja eliminacji Gaussa (rozktadu LU) bez wybory elementu
gléwnego mozliwie niskim koszcie wzgledem n. Podaj ten koszt (jako Cn? + O(nP~!) dla stalej
dodatniej C'i p naturalnego).

Wsk: Eliminujemy tylko poddiagonale - n — 1 krokéw o stalym koszcie - otrzymujemy rozktad
LU z L, U 2-diagonalnymi.

(dodatkowe) (Uktad z macierza tréjdiagonalng cykliczng) Rozpatrzmy uktad réwnan liniowych
Ax = f z wektorem prawej strony f = (f1,..., )T i A macierza rzeczywista n X n, majaca
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elementy niezerowe tylko w rogach i na 3 gtéwnych diagonalach tzn:

a; C1 0 0 d1
bi ax ¢ : 0
. 0 -, e 0

bn—S Ap—2 Cpn—2 0

bn72 ap—-1 Cp—1
d2 0 0 bn,1 Qp,

silnie diagonalnie dominujaca wierszowo. Opisz w pseudokodzie algorytm rozwiazywania
tego uktadu bedacy odpowiednia wersja eliminacji Gaussa (rozktadu LU) bez wybory elementu
gléwnego mozliwie niskim koszcie wzgledem n. Podaj ten koszt (jako Cn? 4+ O(nP~!) dla statej
dodatniej C'i p naturalnego).

Wsk: Dla d; = dy = 0 algorytm jest znany , por. zad |8 zmodyfikuj ten algorytm dla macierzy
cykliczne;j.

Zadania z norm

Dla C' = 10* znajdz takie o > 0, ze dla normy postaci ||z|| = |z1] + «|z2| w R? zachodzito
Jalls fells
20 ||| =20 ||z

tzn. by optymalne state rtéwnowaznosci byty réwne C'i jeden odpowiednio.
Znajdz mozliwe duze ¢ > 0 i mozliwie mate C' > 0, ze dla normy wektorowej w R*: ||Z]| =
\/Z§:1 J~|x;|? zachodzi
Vi e R cl|F]s < |7 < C||Flo.
State ¢, C nazywamy stalymi réwnowaznosci migdzy norma drugg a norma || - ||

(dodatkowe) Dla wektora rzeczywistego x = (x;)™, definiujemy |z| = (|z;|)",. Dla norm p-
tych zachodzi zawsze ||z, = |||z]||,- Czy istnieje norma || - || w R? dla ktérej istnieje wektor
taki, ze ||z|| # |||«]||? Uzasadnij (w przypadku na tak podaj definicj¢ normy).

(dodatkowe) Dla macierzy rzeczywistej A = (a;;);; n X n zdefiniujmy |A| = (|a;;|)i;.

(a) Czy dla normy Frobeniusa, maksimum i pierwszej zachodzi réwnos¢ norm A i |A|? Wsk:
Istnieja proste wzory na te normy zalezne od wspétczynnikow macierzy.

(b) Pokaz np wprost z definicji normy indukowanej, ze
[All2 < [[|A]]2-

(c) Podaj kontrprzyktad, ze odwrotna nieréwnos¢ nie zawsze zachodzi. Wsk: Mozna skon-
struowa¢ kontrprzyktad A = AT 2 x 2 korzystajac ze wzoru: ||A]|s = p(A) - dla A = AT,
Tu p(A) modut najwigkszej co do modutu wartosci wiasnej A.
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(dodatkowe) Pokaz ze jesli dla wektoréw x,y € R" (z ma niezerowe sktadowe tzn. z # 0)

zachodzi % <€

Tk

e=wel o0 oy 3.1)
||
to
Mge p=1,2 00 (3.2)
\|:Eka

(dodatkowe) Czy stwierdzenie odwrotne do poprzedniego zadania jest prawdziwe np. dla p = oo
czy z tego ze zachodzi (3.2)) zachodzi (3.1)? Jesli nie zachodzi prosze poda¢ kontrprzyktad np.
dlan = 2.

(dodatkowe) Dla macierzy A wymiaru 10 x 10 z Zadania 9] patrz ponizej, dla ay = dj, = —by, =
—c, = 1 dla wszystkich odpowiednich k, oblicz indukowang norme¢ maksimum tzn. ||Al| i
wyznacz taki wektor x rézny od zera, ze || ||oo || Al|co = ||AZ||oo. Czy wektor x jest wyznaczony
jednoznacznie (z doktadnoScia do przemnozenia przez —1)?

(dodatkowe) Dla danego € > 0 niech

e 1 0
A= |1 € 1
0 1 €

Pokaz, ze
lim condy(A,) = oo.
e—0

Wsk: Dla A = AT ||A|ls = p(A) promieri spektralny (max z modutu z wartosci wlasnych) -
zauwazmy ze A = el + Ag dla

AOZ

[ )

1
0
1

O = O

wigc A(Ae) = € + A(Ap), tu A(C') oznacza zbidr wartosci wlasnych macierzy C'.

(dodatkowe) Mamy 2 uktady réwnan liniowych: Az = b i drugi z zaburzong macierza A tzn

1 0.99 2 - 1 0.98 2
() ) (1) ()

llz1—z2[loo

o] oraz wspoétczynniki uwarunkowania A

Policz btad bezwgledny: ||z; — 23|, wzgledny:

i A w normie maksimum.

Zadania na LZNK

Dla danych m réznych punktéw (zy, yx) okreslamy krzywa y — a * 2 — ba? — ¢ = 0 (a, b, c
parametry krzywej) jako najlepiej pasujaca do tych punktow jesli:

m m

4 2 2 A A D2 a2
g lyr — a x x, — bxy, — | —IAH}IAlg lyp —axx, —bxxy—¢
k=1 a,b,ck:1
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Sformutuj zadanie znalezienia parametréw takiej krzywej jako liniowe zadanie najmniejszych
kwadratéw (LZNK) dla danych m punktéw. Okresl jakie warunki musza spetniaé punkty aby to
zadania miato jednoznaczne rozwiazanie dla m > 0. Wyznacz koszt rozwigzania tego LZNK
zadania przy pomocy algorytmu Householdera wzglgdem m tzn jako Cym? + O(mP~!) dla Cy
statej dodatniej i p wyktadnika naturalnego.

Niech A macierz n + 1 x n kolumnami regularna tréjdiagonalna tzn. wszystkie elementy takie,
ze |t — j| > 1 sa réwne zero. Jak rozwigza¢ LZNK z taka macierza kosztem rzedu Cin + Cs
dla C, Oy statych dodatnich z uzyciem rozktadu QR uzyskanym z wykorzystaniem macierzy
Householdera.

(dodatkowe) Rozpatrzmy macierz A wymiaru (n + 1) X n taka ze jesli zapisujac blokowo mamy:

-3

) z by r6znym od zera i 61 wektorem wymiaru 7.

@‘

dla A; macierzy n x (n — 1) i wektora b = (

O‘

Znamy macierze: gérnotréjkatng max rzgdu R wymiaru n X (n — 1) i ()1 ortogonalng wymiaru
n X nze
A =R

oraz potrafimy policzy¢ iloczyn @iz lub QT x kosztem liniowym tzn. Cn dla pewnej statej C.
Czy macierz A jest kolumnami regularna? A jesli tak to jak mozliwie tanio znalez¢ rozktad QR
macierzy A z () ortogonalna i R gérnotréjkatna? Podaj koszt jako funkcje postaci Con?+O(nP~1)
dla najnizszego mozliwego p naturalnego i jakiej$ statej Cs. Mozna rozwazy¢ dwa przypadki -
pierwszy kiedy explicite wyliczamy () a drugi gdy otrzymujemy () jako iloczyn odpowiednio
dobranych macierzy ortogonalnych.

Rozpatrzmy rodzing LZNK z macierza A, i wektorem f takich, ze:

4 « 1

0 —1 0
HQ*HI*A(X_ 0 O ) f: -1 9

0 0 1

gdzie Hj jest macierza Householdera z odpowiednim wektorem Householdera wy: w; =
(1,1,1, )T iwy = (0,-2,0,0)T.

(a) Okresl dla jakich wartosci « to LZNK ma jednoznaczne rozwiazanie.
(b) Policz pierwsze kolumny macierzy A, dla oo réwnego 81 —+/7/23.

(c) Dla jakiego o btad rozwiazania LZNK || A,z — f||2 jest najmniejszy? Tu z, to rozwiazania
LZNK z A, i f.

(dodatkowe) bo za dtugie na kartkéwke... Rozwazmy zadanie: Dla danych m punktéw z, € R3 i
danego niezerowego wektora 7 € R? znajdz wektor x € R nalezacy do plaszczyzny prostopadte;j
do wektora 7 tzn. zadanej wzorem P, = {x : 277 = a} taki, ze suma kwadratéw odleglosci

M
Zdist(zk, P,)?
k=1

jest minimalna. Tu dist(z, P,) = mingep, ||z — yl|2-

5
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(a) Pokaz, ze dist(z, P,) = |2T7 — a| = |(z — x)T7i| dla dowolnego = € P,.
(b) Sformutuj to zadanie jako LZNK z A m x 3 i wektorem f m x 1.

(c) Pokaz, ze to LZNK nie jest regularne i zaproponuj metodg¢ znalezienia rozwigzania o mini-
malnej normie drugiej (to klasyczny warunek by ujednoznaczni¢ LZNK) za pomoca przek-
sztatceri Householdera. Oszacuj koszt jako O(m?) dla mozliwie matego p naturalnego. Czy
ta metoda pozwoli znaleZ¢ tez baz¢ przestrzeni zerowej macierzy A?

(d) Przeformutyj to zadanie na znalezienie P, czyli de facto « i sformutuj jako regularne LZNK
Z macierza niezerowa m x 1.

Mozna zatozy¢, ze ||7i||s = 1 - to troche uprosci wzory.

(zadanie z kolokwium 2017/18 - preformutowane) Mamy macierz A m x n n < m i macierze
@,V ortogonalne, oraz C' 2-diagonalng gérno-tréjkatng o niezerowej gtownej diagonali, takie, ze
A=QCV

Jak za pomoca macierzy Householdera rozwiaza¢ LZNK z macierza A i wektorem prawej strony
b mozliwie tanio? Czy rozwiazanie tego LZNK jest jednoznaczne?

Zadania na metody iteracyjne rozwiazywania réwnan liniowych

(zadanie kolokwium 2017/18) Dla uktadu réwnan liniowych zapisanego blokowo jako
A[E* + BTy* = bl
Bx* + y* = by
z A= AT > (0 wymiaru n x ni B wymiaru m x n zastosowano nastepujaca metode iteracyjna:

A$k+1 + BTyk = b
Brryr + yprn = by
pokaz ze jesli
IBA™'BT|; <p< 1.

to metoda zbiezna w normie || - ||» dla dowolnych wektoréw startowych x, yo.

(dodatkowe) (Blokowa metoda Jakobiego) Dla uktadu réwnan liniowych zapisanego blokowo
jako

Azt + Byt = b

Bgﬂf* + Agy* = bQ

z Ay, B, wymiaru n X n zastosowano nastgpujaca metode iteracyjna:

A1$n+1 + Blyn - bl
By, + Agypyr = by

pokaz ze przy zalozeniu, ze A,;l odwracalne 1 dodatkowo zachodzi

ml?x||A;1Bk||m <p<l.

mamy, ze metoda zbiezna w normie |- ||, dla dowolnych wektoréw startowych xg, 3o i dodatkowo
zachodzi oszacowanie

1@ ye)" = (25 5) oo < Pl (0, 90)" = (27, y™) " -

6
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Zadanie 34

Niech A = AT > 0 taka ze jej wartoSci wlasne sa w przedziale [1,10]. ZnajdZ 7 takie aby
metoda Richardsona: %! = 2% — 7(Axz* — b) byla zbiezna do z* rozwiazania Ax* = b. Oszacuj
szybkos¢ zbieznosci w normie || - ||o. Wyznacz wartosci parametru dla ktérych oszacowanie
szybkoS$ci zbieznoSci w normie drugiej bedzie najlepsze.

(dodatkowe) Powtérz poprzednie zadanie ale w normie energetycznej ||z||4 = VT Az. Wsk:
Pokaz ze ||I — 7 Al|[4 = ||I — 7Al|; korzystajac z istnienia A'/? takiej, ze A'/2AY? = A.

(dodatkowe) Rozpatrzmy uktad liniowy Az = bdla A = AT > 0 i C nieosobliwej takiej ze
condy(CTAC) < 2. Stosujemy m. Richardsona z optymalnym parametrem do CT ACy = CTb
otrzymujac ciag y; zbiezny do y. Pokaz ze przyjmujac z;, = C'y, dostaniemy wzory na xy
wymagajace tylko mnozenia przez CT,C' i A i dodawania wektoréw. Pokaz ze norma bigdu
l|zr — z||a = |lyx — y||cT ac» zastosuj do oszacowania szybkosci zbieznosci btedu w tej normie.

Niech A = AT > 0 taka ze jej wartosci whasne to {1,2, ..., 10}. Chcemy rozwiazaé uklad Az* =
b przy pomocy metody Richardsona i znamy z° takie ze 2° — z* jest ortogonalne do wektoréw
wlasnych dla wartosci whasnych (10,9, 8,7,6,5). Czy dla 7 = 1/3 metoda Richardsona: z*+! =
x® — 7(Ax* — 1) jest zbiezna do z*? Oszacuj szybkos$¢ zbieznosci w normie || - ||. Wyznacz
wartosci parametru dla ktérych szybkoS¢ zbieznosci w normie drugiej bedzie najwigksza przy

taki zalozeniu.

(dodatkowe) Niech A nieosobliwa. Do rozwiazania uktadu A7 Ax = AT zastosowano nastepu-
jaca metodg iteracyjna:

2 = 2F 4, AT P =b— Ak

dla a; minimalizujacego funkcje g(7) = ||2* + 7ATr* — 2*||5. Oblicz wzér na oy, ,sprawdz czy
metoda poprawnie okreslona tzn. czy o mozna policzy¢ bez znajomosci x*. Czy metoda jest
zbiezna dla dowolnego z° i czy mozna oszacowaé ||z — z*[|5/]|2° — 2.

(dodatkowe) Czy istnieje wartoS¢ parametru 7 dla ktérego metoda Richardsona bedzie zbiezna
(dla dowolnego x) dla uktadu réwnan z macierza:

(5 3)

(dodatkowe) Dla jakich wartosci parametru s nastepujaca metoda iteracyjna bedzie zbiezna:

b)) C ). G)

dla g;, g» ustalonych wartosci.

Rozpatrzmy macierz symetryczng A € R!0%19 o wartosciach wiasnych {1,...,100} z
odpowiednimi wektorami wiasnymi g, tj. Ag, = k * gx. Chcemy znaleZ¢ rozwiazanie uktadu
réwnan Az* = b. Znamy z takie, ze xg — x* = Zif; arqx dla ap wspotczynnikéw. Okresl czy
metoda Richardsona bgdzie zbiezna dla nastepujach wartosci parametru 7:

e 7=0.01

o 7T—=1
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e 7=0.1.

llz* =22
llz*—zol|2

W przypadku zbieznosci oszacuj btad dla xj, k-tej iteracji metody.

Niech A = (akl)z,zﬂ macierz symetryczna i nieosobliwa o wartosciach wtasnych nalezacych do
przedziatu [—1, 2]. Do rozwiazania uktadu réwnan liniowych Bz* = bz macierza B = I+ Ax A
zastosowano metodg iteracyjna Richardsona z parametrem 7 = 1/8 Okresl czy metoda zbiegnie
do x*i w przypadku zbieznosci oszacuj odpowiedni btad:

l* — 5" |5
lz= = g5

gdzie z{t“" dziewiata iteracja Richardsona

Zadanie wlasne

Dla macierzy A = [3, —1; —1, 3] zastosowano metod¢ potegowa (z normowaniem przez norme
druga tzn. ||zx||2 = 1) z 2o = [1;0]. Czy otrzymany ciag lub podciag wektoréw x;, zbiegnie? Jesli
tak to policz odpowiednia granice. Czy istnieje granica rp, = z} Axy,/||x1]|3? (notacja octave’a -
; oddziela wiersze)

Dla macierzy A = [10, —1; —1, 10] zastosowano odwrotng metode potggowa z parametrem 8
(z normowaniem przez norm¢ druga tzn. ||zx|l2 = 1) z 29 = [1;0]. Czy otrzymany ciag lub
podciag wektorow x; zbiegnie? Jesli tak to policz odpowiednig granicg. Czy istnieje granica
re = 11 Az /|| 2k ||3? (notacja octave’a - ; oddziela wiersze)

Dla A nieosobliwej takiej, ze dla ustalonej liczby b macierz A — b * [ jest nicosobliwa i spetnia
A—bx 1 = QZ dla ) ortogonalnej, Z nieosobliwej. Definiujemy macierz

C:=7ZQ+bx1

Czy C jest podobna do macierzy A, tzn czy istnieje taka macierz nieosobliwa W, ze WCW ! =
A? Czy znajac Z, (), b mozemy macierz W wyznaczy¢?

(dodatkowe) Dla A = [—7,1; —1, —7] zastosowano nastgpujacy algorytm: Z, = [ idla k =
0,1,...znajdZ Zy,, ortogonalng i R; gérnotrdjkatna takie, ze Zy, 1 Ry 1 = AZj.
e Policz wartosci i wektory wtasne A.

e Pokaz ze ciag pierwszych/drugich kolumn macierzy Z; maja podciagi zbiezne do wektorow
wtlasnych macierzy A.

e Pokaz ze macierze Rj, zbiegng do macierzy diagonalnej - wyznacz jej wartosci na diagonali.

e przyjmujac Quy1 = Z! Zj11 pokaz, ze Qpi1 Ry = ZLAZ), = Ay oraz Ry 1Qry1 =
ZlAZpy = Apia.

e Pokaz, ze algorytm : Ay = A dla k > 0 policz rozktad QR macierzy A, = Qi1 Rri1
nastepnie policz A1 = Rpy1Qkr11 jest rownowazny wyjsciowemu (przyjmujac definicje
Zy, Qr, Ag z punktow powyzej).
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Dla macierzy H + o/ z macierza Householdera H M x M, zastosowano metod¢ potegowa z xg
o normie drugiej rownej jeden .

Dla jakich « i1 zy wektoréw startowych metoda zbiegnie (lub bedzie miata podciag zbiezny?) 1
ewentualnie do czego te podciagi zbiegna.

Jak zaimplementowac 1 iteracje tej metody mozliwie tanio?

Jak majac tylko procedur¢ mnozenia przez macierz Householdera a nie majac fizycznie tej
macierzy (i nie tworzac jej) wyznaczyC wektor Householdera tej macierzy z uzyciem metody
potegowej zastosowanej do H + al?

Zadania dodatkowe - wszystkie oznaczone jako trudne

(bardzo trudne) Dla macierzy nieosobliwej A = (aij)zlj:l wymiaru m X m o statych przekatnych,
tzn. a;; = ¢, dla j — ¢ = k, zaproponuj algorytm rozwigzywania uktadu Ax = b kosztem
kwadratowym.

(dodatkowe) (metody bezposrenie - Blokowe macierze) Mamy uktad réwnan liniowych zapisany
blokowo jako
All'* + Bly* = bl
AQSC* = b2

z Ay, B, wymiaru n X n. Zaktadamy ze macierze A, niecosobliwe i z potrafimy rozwiazac uktad
Ay = [ dladowolnego wektora f; kosztem O(n?). Zaproponuj metodg znalezienia rozwiazania
wyj$ciowego uktadu kosztem O(n?).

(dodatkowe) (Blokowa metoda Gaussa-Seidla dla macierzy dolnotréjkatnej) Dla uktadu réwnan
liniowych zapisanego blokowo jako

AlfL’* + Bly* = bl
BQIE* + Agy* = bQ

z Ay, B, wymiaru n X n zastosowano nastgpujaca metode iteracyjna:

Axpir + Biyn = b
Boxypi1 + Asynpr = by

pokaz ze przy zatozeniu, ze A, ' odwracalne i

mkax||A/,;1B;,C||OO <p<l.

zachodzi, ze metoda zbiezna w normie || - ||, dla dowolnych wektoréw startowych xg, yo i do-
datkowo widzimy oszacowanie

1@k 5" = (@, 5) oo < PPNl (20, 90)" = (2%, y) oo



