
Zadania domowe z matematyki odwrotnej na 13 III 2015

1. Rozwa»my sytuacj¦ z dowodu zupeªno±ci dla zagnie»d»onych przedziaªów z ostat-
niego wykªadu: mamy ci¡gi 〈xn〉n∈N, 〈yn〉n∈N liczb rzeczywistych, gdzie xn = 〈qnk〉k∈N,
yn = 〈rnk〉k∈N. Rozumuj¡c w RCA0, zde�niowali±my funkcj¦ f w taki sposób, »e f(k)
to najmniejsze n­ k+2 t. »e |qnn − rnn| ¬ 2−k−2, a nast¦pnie zde�niowali±my x jako
〈qf(k)f(k)〉k∈N.

Pokazali±my ju», »e x jest liczb¡ rzeczywist¡. Poka», »e RCA0 dowodzi ponadto, i»
x = limn yn.

2. Poka», »e RCA0 dowodzi nast¦puj¡cego twierdzenia. Niech X ⊆ Q speªnia X 6= ∅,
Q \ X 6= ∅, a ponadto ∀q, r ∈Q (q ∈ X ∧ r < q ⇒ r ∈ X). Wtedy istnieje taka liczba
rzeczywista x, »e wszystkie liczby wymierne mniejsze (ostro) od x s¡ w X, a wszystkie
liczby wymierne wi¦ksze (ostro) od x s¡ poza X.


