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8. Rozwa»my sygnatur¦ logiki pierwszego rz¦du zawieraj¡c¡ tylko jedn¡ relacj¡ dwu-
argumentow¡ R. Niech ϕ b¦dzie koniunkcj¡ zda« postaci ∀x̄∃ȳη(x̄, ȳ), gdzie η jest alter-
natyw¡ atomów i negacji atomów. (Przykªadowo, ϕ mogªoby by¢ aksjomatem porz¡dku
liniowego bez najmniejszego elementu albo g¦stego liniowego porz¡dku; mo»na te» np.
skonstruowa¢ ϕ, które mówi co± w stylu �R jest iniekcj¡ z uniwersum w uniwersum
pozbawione pewnego elementu�).

Niech ϕn b¦dzie formuª¡ rachunku zda« powstaj¡c¡ z ϕ w nast¦puj¡cy sposób: ka»dy
kwanty�kator ∀x/∃x zast¦pujemy koniunkcj¡ b¡d¹ alternatyw¡ po x-ach od 1 do n, w
zale»no±ci od rodzaju kwanty�katora, a potem atomy postaci R(i, j) zamieniamy na
zmienne zdaniowe pij. (Dla przykªadu: je±li ϕ to ∃x¬R(x, x), to ϕ3 to ¬p11∨¬p22∨¬p33.
Je±li ϕ to aksjomat liniowego porz¡dku bez najmniejszego elementu, to ϕn to plus minus
¬OPn.)

�atwo spostrzec, »e ϕn jest CNF-em i »e jest niespeªnialne dokªadnie wtedy, gdy ϕ
nie ma modelu mocy n. Udowodnij, »e je±li ϕ ma model niesko«czony, to obalenie ϕn w
rezolucji drzewiastej wymaga wykªadniczej liczby kroków.

9. Dana jest formuªa rachunku zda«
∧
i∈I
∨
j∈Ji ψij, gdzie ka»de ψij jest gª¦boko±ci co

najwy»ej d. Udowodnij, »e rozmiar najmniejszego dowodu negacji (deMorganowskiej)
tej formuªy w systemie gª¦boko±ci d+ 2 jest z dokªadno±ci¡ do wielomianu taki sam, jak
rozmiar najmniejszego obalenia w systemie gª¦boko±ci d+ 2 zbioru cedentów, w którym
dla ka»dego i ∈ I jest cedent {ψij : j ∈ Ji}.


