
Par¦ zada« z dedukcji naturalnej

Aksjomat

Γ, ϕ ` ϕ

Reguªy dla implikacji

Γ, ϕ ` ψ
(→-I)

Γ ` ϕ→ ψ

Γ ` ϕ→ ψ Γ ` ϕ
(→-E)

Γ ` ψ

Reguªy dla koniunkcji

Γ ` ϕ Γ ` ψ
(∧-I)

Γ ` ϕ ∧ ψ
Γ ` ϕ ∧ ψ

(∧-E L)
Γ ` ϕ

Γ ` ϕ ∧ ψ
(∧-E R)

Γ ` ψ

Reguªy dla alternatywy

Γ ` ϕ
(∨-I L)

Γ ` ϕ ∨ ψ
Γ ` ψ

(∨-I R)
Γ ` ϕ ∨ ψ

Γ ` ϕ ∨ ψ Γ, ϕ ` η Γ, ψ ` η
(∨-E)

Γ ` η

Reguªy dla negacji

Γ, ϕ `⊥
(¬-I)

Γ ` ¬ϕ
Γ,¬ϕ `⊥

(¬-E)
Γ ` ϕ

(Γ `⊥ to skrót notacyjny dla: �Γ ` ψ, Γ ` ¬ψ�.)
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Przykªad 1

¬¬ϕ,¬ϕ ` ¬ϕ ¬¬ϕ,¬ϕ ` ¬¬ϕ
(¬-E)¬¬ϕ ` ϕ

(→-I)` ¬¬ϕ→ ϕ

Przykªad 2

ϕ ∧ ψ → η, ϕ, ψ ` ϕ ∧ ψ → η

ϕ ∧ ψ → η, ϕ, ψ ` ϕ ϕ ∧ ψ → η, ϕ, ψ ` ψ
(∧-I)

ϕ ∧ ψ → η, ϕ, ψ ` ϕ ∧ ψ
(→-E)

ϕ ∧ ψ → η, ϕ, ψ ` η
(→-I)

ϕ ∧ ψ → η, ϕ ` ψ → η
(→-I)

ϕ ∧ ψ → η ` ϕ→ (ψ → η)

Przykªad 3

¬(ϕ ∨ ¬ϕ), ϕ ` ϕ
(∨-I L)

¬(ϕ ∨ ¬ϕ), ϕ ` ϕ ∨ ¬ϕ ¬(ϕ ∨ ¬ϕ), ϕ ` ¬(ϕ ∨ ¬ϕ)
(¬-I)

¬(ϕ ∨ ¬ϕ) ` ¬ϕ

¬(ϕ ∨ ¬ϕ),¬ϕ ` ¬ϕ
(∨-I R)

¬(ϕ ∨ ¬ϕ),¬ϕ ` ϕ ∨ ¬ϕ ¬(ϕ ∨ ¬ϕ),¬ϕ ` ¬(ϕ ∨ ¬ϕ)
(¬-I)

¬(ϕ ∨ ¬ϕ) ` ¬¬ϕ
�¡cz¡c dwa dowody z Przykªadu 3 za pomoc¡ reguªy ¬-E, dostajemy

dowód prawa wyª¡czonego ±rodka: ` ϕ ∨ ¬ϕ.

Zadania

1. ϕ→ ¬ϕ ` ϕ,

2. ϕ ` ¬ϕ→ ψ,

3. ` ϕ→ ¬(¬ϕ ∧ ψ),

4. ϕ→ (ψ → η) ` ψ → (ϕ→ η),

5. ` (¬ϕ ∧ ¬ψ)→ ¬(ϕ ∨ ψ),

6. ¬(ϕ ∧ ψ) ` ¬ϕ ∨ ¬ψ,

7. ` ¬((ϕ→ ¬ϕ) ∧ (¬ϕ→ ϕ)).
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