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Zadanie 1. Udowodnij sekwent
Jz vy ~(R(y) = S(x)) — R(f(c))

w rachunku sekwentéw. (R, S sa jednoargumentowymi symbolami relacyjny-
mi, f jednoargumentowym symbolem funkcyjnym, a ¢ stala indywiduowa.)

Zadanie 2.
(a) Zalézmy, ze S C Q? jest zbiorem takim, ze (3,2) € S, ale (—2,3) ¢ S.
Udowodnij, ze zbiér S nie jest definiowalny bez parametréw w (Q, <).
(b) Niech A = (A, <*) bedzie gestym liniowym porzadkiem bez koricow.
Udowodnij, ze istnieje doktadnie 8 podzbioréw A? definiowalnych bez
parametrow w A.

Zadanie 3. Niech U bedzie ultrafiltrem niegtéwnym na N i niech N* bedzie
N
ultrapotega (N, +,) /- Rozstrzygnij, czy w N* istnieje:
(a) niezerowy element b taki, ze dla kazdego n € N\ {0} istnieje a € N*
speliajace N* =b=a+ ...+ a.
n razy

(b) niezerowy element b taki, ze dla kazdego niezerowego ¢ € N* istnieje
a € N* spetniajace N* =b=a - (.

Zadanie 4. Niech K bedzie klasa struktur postaci A = (A, R®), w ktérych
R* C A2, a ponadto dla kazdego a € A zbiér

{be A:{(a,b) € R*}

jest skoficzony. Niech =K oznacza klase ztozong z tych struktur A = (A, R4),
R* C A2, ktoére nie naleza do K.

(a) Rozstrzygnij, czy klasa IC jest aksjomatyzowalna.

(b) Rozstrzygnij, czy klasa —/C jest aksjomatyzowalna.

Zadanie 5. Rozstrzygnij, czy istnieje struktura A = (A, <*) o nastepujacych
wtasnosciach:
o |A| =
— A= (N7 <)7
— A ma podstrukture B izomorficzna z (R, <) i zarazem taka, ze pewne
a € A spelnia A = b < a dla wszystkich b € B.

Zadanie 6. Niech A B beda strukturami elementarnie réwnowaznymi. Udo-
wodnij, ze istniejg struktury At , BT takie, ze A < AT, B < BT, a ponadto
AT i BT s izomorficzne.
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Problem 1. Give a proof of the sequent
Jz vy ~(R(y) = S(x)) — R(f(c))

in sequent calculus. Here R, S are unary relation symbols, f a unary function
symbol, and ¢ is an individual constant.

Problem 2.

(a) Let S C Q? be a set such that (3,2) € S but (—2,3) ¢ S. Prove that
the set S is not definable without parameters in (Q, <).

(b) Let A = (A, <*) be a dense linear order without endpoints. Prove that
there are exactly 8 subsets of A% definable without parameters in A.

Problem 3. Let U be a non-principal ultrafilter on N and let N* be the
N
ultrapower (N, +,) /- Determine whether N* contains:
(a) anon-zero element b such that for each n € N\ {0} there exists a € N*
for which N*=b=a+... 4+ a.
—_———
n times

(b) a non-zero element b such that for each non-zero ¢ € N* there exists
a € N* for which N* =b=a- (.

Problem 4. Let K be the class of structures of the form A = (A, R*) such
that R® C A? and for each a € A the set

{be A:(a,b) € R*}

is finite. Let =K be the class of those structures A = (A, R*), R* C A2
which do not belong to K.

(a) Determine whether K is an axiomatizable class.

(b) Determine whether —/C is an axiomatizable class.

Problem 5. Determine whether there exists a structure A = (A4, <*) with
the following properties:
o |A| =0
— A= (N, ),
— A has a substructure B isomorphic to (R, <) and such that there exists
a€ Awith AEb<aforallbe B.

Problem 6. Assume that the structures A and B are elementarily equivalent.
Prove that there exist structures A*, B+ such that A < AT, B < B*, and A™
and B* are isomorphic.



