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1. Znajd¹ formuª¦ w preneksowej postaci normalnej logicznie równowa»n¡ formule:

∀v∃x[R(c, v) ∧ ∀x(R(x, v)⇒ R(f(x), v))⇒ ∀xR(x, v)].

2. Znajd¹ moc algebry Lindenbauma B(∅) formuª logiki zda« zbudowanych za pomoc¡ zmien-
nych zdaniowych z danego n-elementowego zbioru {p1, . . . , pn}.

3. Udowodnij, »e klasa tych struktur A = (A, fA) (w sygnaturze z jednym jednoargumento-
wym symbolem funkcyjnym f), które maj¡ nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

�dla ka»dego elementu a ∈ A istnieje liczba naturalna n > 0 taka, »e (fA)n(a) = a�,

nie jest zamkni¦ta na ultraprodukty.
(Uwaga: je±li g : A→ A, to gn : A→ A jest n-krotn¡ iteracj¡ funkcji g).

4. Niech σ b¦dzie sygnatur¡ zawieraj¡c¡ dwa jednoargumentowe symbole relacyjne P,Q i
jeden dwuargumentowy symbol relacyjny R (i nie zawieraj¡c¡ »adnych innych symboli). Czy
dla ka»dej struktury A sygnatury σ takiej, »e PA, QA i RA s¡ niesko«czone:

(i) istnieje struktura B elementarnie równowa»na z A i taka, »e zbiór B jest mocy continuum,
a ponadto |P B| < |QB|?

(ii) istnieje struktura B elementarnie równowa»na z A i taka, »e zbiór B jest mocy continuum,
a ponadto |P B| = |QB|?

5. Niech T b¦dzie teori¡ w j¦zyku z jednym dwuargumentowym symbolem relacyjnym E
aksjomatyzowan¡ przez nast¦puj¡ce zdania:

(i) �E jest relacj¡ równowa»no±ci�,

(ii) ∀y∃x1 . . . ∃xn[
∧
1¬i¬n

E(y, xi) ∧
∧

1¬i<j¬n
xi 6= xj], dla ka»dego n ∈ N,

(iii) ∃x1 . . . ∃xn[
∧

1¬i<j¬n
¬E(xi, xj)], dla ka»dego n ∈ N.

Rozstrzygnij, czy T jest sko«czenie aksjomatyzowalna.

6. Niech T b¦dzie teori¡ z poprzedniego zadania.

(a) Udowodnij, »e T ma eliminacj¦ kwanty�katorów,

(b) Niech teoria T− ró»ni si¦ od T tylko brakiem aksjomatów typu (iii). Podaj przykªad
formuªy, która nie jest równowa»na w T− »adnej formule bezkwanty�katorowej.

Przypominamy o podawaniu kompletnych i szczegóªowych uzasadnie«.
Ka»de zadanie nale»y odda¢ na oddzielnej, podpisanej kartce.


