
Zadania przygotowawcze do kolokwium z logiki matematycznej
rok akademicki 2008/9

0. Nale»y si¦ spodziewa¢ jednego lub wi¦cej zada« nt. prawdziwo±ci czy
speªnialno±ci, w stylu �zbadaj, czy zdanie prawdziwe/faªszywe w danej struk-
turze�, �znajd¹ struktur¦, w której dane zdanie prawdziwe/faªszywe�, �znajd¹
zdanie ró»ni¡ce dane dwie struktury� (lub to samo dla speªniania formuª z
warto±ciowaniami jako dodatkow¡ komplikacj¡), zbadaj tautologiczno±¢, zba-
daj de�niowalno±¢/aksjomatyzowalno±¢ danej klasy struktur itp. Poni»ej nie
umie±ciªem zbyt wielu takich zada«, ale caªe mnóstwo mo»na znale¹¢ na li±cie
zada« z logiki prof. Pawªa Urzyczyna (dost¦pnej na jego stronie, jak równie»
na stronie prof. Zakrzewskiego). Bardzo polecam przyjrzenie si¦ tej li±cie, a
szczególnie przerobienie paru zada« z przedziaªu 54�124.

Niezªym ¹ródªem zada« jest te» podr¦cznik Adamowicz-Zbierski, a tak»e
oczywi±cie stare egzaminy.

1. Poka», »e {⇔,¬} nie jest zupeªnym zbiorem spójników.

2. Poka», »e trójargumentowy spójnik �je±li, to, je±li nie, to� nie jest zu-
peªny, ale zbiór {je±li, to, je±li nie, to; ¬} jest zupeªnym zbiorem spójników.
(gdzie �je±li p, to q, je±li nie p, to r� jest faªszem w dwu przypadkach: gdy p
jest prawd¡, a q faªszem, lub gdy p jest faªszem, a r prawd¡.)

3. (Lemat Craiga o interpolacji dla logiki zda«) Zaªó»my, »e

|= ϕ(p1, . . . , pn, q1, . . . , qm)⇒ ψ(q1, . . . , qm, r1, . . . , rk)

(w nawiasach podana jest lista wszystkich zmiennych zdaniowych wyst¦pu-
j¡cych w danej formule). Poka», »e istnieje pewna formuªa η(q1, . . . , qm) t. »e
|= ϕ⇒ η i |= η ⇒ ψ.

4. Podaj posta¢ CNF formuªy ((p ⇒ q) ⇒ (q ⇒ r)) ⇒ (p ⇒ r). Podaj
posta¢ CNF zdania �je±li p, to q, je±li nie, to r�. Ogólnie, podaj postaci CNF
i DNF rozmaitych formuª zdaniowych.

5. Przypominajka: graf to para uporz¡dkowana G = (V,E), gdzie V to
(niekoniecznie sko«czony) zbiór wierzchoªków grafu, a E to zbiór dwuele-
mentowych pozdbiorów V , zwanych kraw¦dziami grafu. Je±li {u, v} ∈ E,
mówimy, »e u i v s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡.

Graf jest k-kolorowalny, je±li mo»na pokolorowa¢ jego wierzchoªki k ko-
lorami w ten sposób, »e dowolne dwa wierzchoªki poª¡czone kraw¦dzi¡ maj¡



ró»ne kolory. Poka», »e je±li ka»dy sko«czony podgraf grafuG jest k-kolorowalny,
to caªy G te».

6. Scharakteryzuj automor�zmy (Z,¬), (Z,+).

7. Czy istnieje automor�zm (R,¬) nie b¦d¡cy funkcj¡ ci¡gª¡ R→ R?

8. Sªowniczek algebr Boole'a: a ∈ B jest atomem, je±li a > 0 i nie istnieje
c t. »e a > c > 0. Algebra B jest atomowa, je±li poni»ej dowolnego b > 0
istnieje atom, bezatomowa, je±li w ogóle nie ma atomów. B jest zupeªna, je±li
dla ka»dego zbioru elementów B istnieje kres dolny i kres górny w B.

Poka», »e ka»da algebra sko«czona jest atomowa i zupeªna. Znajd¹ przy-
kªad algebry atomowej niesko«czonej, bezatomowej, zupeªnej niesko«czonej,
niezupeªnej.

9. Czy algebra Boole'a mo»e mie¢ dokªadnie 6 elementów? A 32? A 48?

10. Podaj przykªad algebry Boole'a (i) izomor�cznej ze swoj¡ wªa±ciw¡
podalgebr¡, (ii) izomor�cznej ze swoim ilorazem przez nietrywialn¡ kongru-
encj¦.

11. Niech T = {p1, p2, . . .}. Opisz algebr¦ Lindenbauma BT nad zbiorem
zmiennych {q, p1, p2, . . .} (wsk.: BT jest sko«czona).

12. Poka», »e ultraprodukt (dowolnej dªugo±ci) struktur, z których ka»da
ma moc co najwy»ej k (k ∈ N), jest sko«czony. Poka», »e ultraprodukt struk-
tur sko«czonych nie musi by¢ sko«czony.

13. Podaj przykªad zdania prawdziwego w (Q,¬,+, ·, 0, 1), a faªszywego w
(R,¬,+, ·, 0, 1).

Zadania 14�16 zawieraj¡ pewn¡ cz¦±¢ algebraiczn¡, której stopie« trudno-
±ci, sk¡din¡d nieprzesadnie wielki, ro±nie (chyba) wraz z numerem zadania.

14. Grupa (G, ·) nazywa si¦ beztorsyjna, je±li dla ka»dego elementu g 6= e i
niezerowego n ∈ N zachodzi gn 6= e. Poka», »e klasa grup beztorsyjnych jest
aksjomatyzowalna, ale nie sko«czenie aksjomatyzowalna (tj. de�niowalna).



15. Grupa abelowa (G,+) nazywa si¦ podzielna, je±li dla ka»dego g ∈ G i
niezerowego n ∈ N istnieje h ∈ G t. »e nh = g (gdzie nh to h + . . . + h z n
wyst¡pieniami h). Poka», »e klasa grup podzielnych jest aksjomatyzowalna,
ale nie sko«czenie aksjomatyzowalna.

16. Poka», »e klasa ciaª algebraicznie domkni¦tych jest aksjomatyzowalna,
ale nie sko«czenie aksjomatyzowalna. Wywnioskuj, »e klasa ciaª nie b¦d¡cych
algebraicznie domkni¦tymi nie jest aksjomatyzowalna.

17. W ultrapot¦dze NN/U , U niegªówny, wska» element podzielny przez
wszystkie (prawdziwe, tj. sko«czone) liczby pierwsze.

18. Poka», »e dodawanie nie jest de�niowalne w strukturze (R,¬), tj. nie
istnieje formuªa ϕ(x, y, z) t. »e dla dowolnych r, s, t,∈ R, (R,¬) |= ϕ(r, s, t)
wtw r + s = t.

Mo»na to wzmocni¢ i pokaza¢, »e dodawanie nie jest nawet de�niowalne z
parametrami, tj. nie istniej¡ takie p1, . . . , pk ∈ R i formuªa ϕ(x, y, z, w1, . . . , wk),
»e dla dow. r, s, t, (R,¬) |= ϕ(r, s, t, p1, . . . , pk) wtw r + s = t.

19. Opisz wszystkie podzbiory R de�niowalne (z/bez parametrów) w struk-
turze (R,¬). Opisz wszystkie podzbiory R de�niowalne z parametrami w
strukturze (R,¬,+, ·, 0, 1).

20. Podaj przykªad zdania ϕ (sygnatura do wyboru), które jest faªszywe w
dowolnej strukturze mocy parzystej, ale dla ka»dego n ∈ N, jest prawdziwe
w pewnej strukturze mocy 2n+ 1.

21. (z dawnego egzaminu u prof. Urzyczyna). Niech ψn b¦dzie zdaniem

∀x1 . . . ∀xn(R(x1, x2) ∨R(x2, x3) ∨ . . . ∨R(xn−1, xn) ∨R(xn, x1)).

Dla jakich n,m ­ 1 zdanie ψn ⇒ ψm jest tautologi¡?


