Zadania przygotowawcze do kolokwium z logiki matematycznej
rok akademicki 2008/9

0. Nalezy sie spodziewa¢ jednego lub wiecej zadan nt. prawdziwosci czy
spelnialnosci, w stylu “zbadaj, czy zdanie prawdziwe /falszywe w danej struk-
turze”, “znajdz strukture, w ktorej dane zdanie prawdziwe /fatszywe”, “znajdz
zdanie rozniace dane dwie struktury” (lub to samo dla spetniania formut z
wartosciowaniami jako dodatkowa komplikacja), zbadaj tautologicznosé, zba-
daj definiowalnos¢/aksjomatyzowalnosé¢ danej klasy struktur itp. Ponizej nie
umiescitem zbyt wielu takich zadan, ale cate mnéstwo mozna znalezé na liscie
zadan z logiki prof. Pawla Urzyczyna (dostepnej na jego stronie, jak rowniez
na stronie prof. Zakrzewskiego). Bardzo polecam przyjrzenie sie tej liscie, a
szczegoblnie przerobienie paru zadan z przedzialu 54-124.

Niezlym zrodiem zadan jest tez podrecznik Adamowicz-Zbierski, a takze
oczywiscie stare egzaminy.

1. Pokaz, ze {<, —} nie jest zupelnym zbiorem spojnikow.

2. Pokaz, ze trojargumentowy spéjnik “jesli, to, jesli nie, to” nie jest zu-
pelny, ale zbior {jesli, to, jesli nie, to; =} jest zupelnym zbiorem spojnikow.
(gdzie “jesli p, to g, jesli nie p, to r” jest falszem w dwu przypadkach: gdy p
jest prawda, a ¢ falszem, lub gdy p jest falszem, a r prawda.)

3. (Lemat Craiga o interpolacji dla logiki zdan) Zalézmy, ze
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(w nawiasach podana jest lista wszystkich zmiennych zdaniowych wystepu-
jacych w danej formule). Pokaz, 7e istnieje pewna formuta n(qy, ..., ¢n) t. ze

Fe=nikEn=1.

4. Podaj posta¢ CNF formuly ((p = ¢q) = (¢ = r)) = (p = r). Podaj
posta¢ CNF' zdania “jesli p, to ¢, jesli nie, to r”. Ogoélnie, podaj postaci CNF
i DNF rozmaitych formutl zdaniowych.

5. Przypominajka: graf to para uporzadkowana G = (V,FE), gdzie V to
(niekoniecznie skoriczony) zbior wierzchotkow grafu, a E to zbiér dwuele-
mentowych pozdbiorow V', zwanych krawedziami grafu. Jesli {u,v} € E,
mowimy, ze u i v sg polaczone krawedzia.

Graf jest k-kolorowalny, jesli mozna pokolorowaé jego wierzchotki k ko-
lorami w ten sposob, ze dowolne dwa wierzchotki potaczone krawedzia maja



rozne kolory. Pokaz, ze jesli kazdy skonczony podgraf grafu G jest k-kolorowalny,
to caly G tez.

6. Scharakteryzuj automorfizmy (Z, <), (Z,+).
7. Czy istnieje automorfizm (R, <) nie bedacy funkcja ciagta R — R?

8. Stowniczek algebr Boole’a: a € B jest atomem, jesli a > 0 i nie istnieje
ct.ze a>c> 0. Algebra B jest atomowa, je$li ponizej dowolnego b > 0
istnieje atom, bezatomowa, jesli w ogole nie ma atomow. B jest zupelna, jesli
dla kazdego zbioru elementéw B istnieje kres dolny i kres gorny w B.

Pokaz, ze kazda algebra skonczona jest atomowa i zupetna. Znajdz przy-
ktad algebry atomowej nieskoriczonej, bezatomowej, zupetnej nieskoriczonej,
niezupelne;j.

9. Czy algebra Boole’a moze mie¢ doktadnie 6 elementéw? A 327 A 487

10. Podaj przyktad algebry Boole’a (i) izomorficznej ze swoja wlasciwa
podalgebra, (ii) izomorficznej ze swoim ilorazem przez nietrywialna kongru-
encje.

11. Niech T' = {p1,p2,...}. Opisz algebre Lindenbauma By nad zbiorem
zmiennych {q, p1,ps,...} (wsk.: By jest skoniczona).

12. Pokaz, ze ultraprodukt (dowolnej dtugosci) struktur, z ktorych kazda
ma moc co najwyzej k (k € N), jest skoriczony. Pokaz, ze ultraprodukt struk-
tur skonczonych nie musi by¢ skonczony.

13. Podaj przyktad zdania prawdziwego w (Q, <, +,-,0, 1), a falszywego w
(Ra <7 +7 ) 07 1)

Zadania 14-16 zawieraja pewna czeS¢ algebraiczna, ktorej stopien trudno-
$ci, skadinad nieprzesadnie wielki, rosnie (chyba) wraz z numerem zadania.

14. Grupa (G,-) nazywa sie beztorsyjna, jesli dla kazdego elementu g # e i
niezerowego n € N zachodzi ¢g" # e. Pokaz, ze klasa grup beztorsyjnych jest
aksjomatyzowalna, ale nie skoriczenie aksjomatyzowalna (tj. definiowalna).



15. Grupa abelowa (G, +) nazywa sie podzielna, jesli dla kazdego g € G i
niezerowego n € N istnieje h € G t. ze nh = g (gdzie nhto h+ ...+ hzn
wystapieniami h). Pokaz, ze klasa grup podzielnych jest aksjomatyzowalna,
ale nie skonczenie aksjomatyzowalna.

16. Pokaz, ze klasa ciat algebraicznie domknietych jest aksjomatyzowalna,
ale nie skoriczenie aksjomatyzowalna. Wywnioskuj, ze klasa ciat nie bedacych
algebraicznie domknietymi nie jest aksjomatyzowalna.

17. W ultrapotedze NY/U, U niegléwny, wskaz element podzielny przez
wszystkie (prawdziwe, tj. skonczone) liczby pierwsze.

18. Pokaz, ze dodawanie nie jest definiowalne w strukturze (R, <), tj. nie
istnieje formuta ¢(x,y, z) t. ze dla dowolnych r,s,t,€ R, (R, <) &= ¢(r, s,t)
wtw r + s =t.

Mozna to wzmocni¢ i pokazaé, ze dodawanie nie jest nawet definiowalne z
parametrami, tj. nie istniejg takie py, ..., pr € Riformuta p(z,y, z,wy, ..., wy),
ze dla dow. 7, s,t, (R, <) = @(r,s,t,p1,...,pk) Wtw r + s = 1.

19. Opisz wszystkie podzbiory R definiowalne (z/bez parametrow) w struk-
turze (R, <). Opisz wszystkie podzbiory R definiowalne z parametrami w
strukturze (R, <, +,-,0,1).

20. Podaj przyktad zdania ¢ (sygnatura do wyboru), ktore jest falszywe w
dowolnej strukturze mocy parzystej, ale dla kazdego n € N, jest prawdziwe
w pewnej strukturze mocy 2n + 1.

21. (z dawnego egzaminu u prof. Urzyczyna). Niech 1, bedzie zdaniem
V.. Vo, (R(xy,22) V R(xe,23) V...V R(zp_1,2,) V R(zp, x1)).

Dla jakich n,m > 1 zdanie v,, = 1, jest tautologia?



