Matematyka odwrotna — dwa uzupelnienia do éwiczenn z 24 IV 2015

Dokoiiczenie dowodu (4 = 1) z tw. IV.2.3 w Simpsonie

Pokazywalismy, ze jesli “WKLy, to istnieje jednostajnie ciagla funkcja ¢ z [0,1] w
R, ktora nie ma supremum. W tym celu wzieliSmy 7" — nieskoriczone drzewo binarne
bez $ciezki, zdefiniowalismy T oraz ag, b, dla t € {0,1}<N jak we wczesniejszych tego
typu przyktadach, a korzystajac z ~ACAq wzielismy ciag 0 < ¢ < ¢; < ¢o... < 1 bez
supremum.

Dla kazdego z € [0, 1] zachodzi jeden z dwu przypadkow:

10 Clt bt7 t e T,
2° by < T < by t°(0),t°(1) e TUT.

W przypadku 1° definiowalismy ¢(x) = cinw), a w przypadku 2° przez linjowosé. Po
¢wiczeniach pozostato do sprawdzenia, ze ¢ jest jednostajnie ciagla.

Wezmy e > 0. Istnieje takie n, ze ¢, — ¢, < €/2 dla m > n. Zauwazmy, ze jesli prze-
dzial zawierajacy dane x ma lh(t) > n, to ¢(x) > ¢, (niezaleznie od tego, czy zachodzi
przypadek 1°, czy 2°). Z drugiej strony, jesli Ih(¢) < n, to przedzial odpowiadajacy z-owi
ma dlugo$¢ > 37", a wiec wspolezynnik kierunkowy funkeji liniowej tozsamej z ¢ na
tym przedziale jest co do modutu < 3™ (bo wartodci ¢ sa miedzy 0 a 1).

Mamy wiec rozbicie [0, 1] na skonczenie wiele przedzialow, takie ze na kazdym z
tych przedzialow funkcja ¢ albo przyjmuje wartoéci > ¢,, albo jest funkcja liniowa o
wspotczynniku kierunkowym < 3". Funkcja ¢ jest ponadto ciaggla i nigdy nie przyjmuje
wartosci powyzej ¢, + €/2. Latwo zauwazy¢, ze w takiej sytuacji wartosci ¢ w punktach
x, 2’ oddalonych od siebie o mniej niz 6 = 1/(2 - 3") beda sie roéznily o mniej niz e.

Rozwigzanie zadania domowego nr 8

Zadanie. Niech ¢ : [0,1] — R bedzie funkcjg ciggla (tj. ¢ jest okreslona na calym
[0,1]) dang przez kod ® € N x (QN[0,1]) x Q; x Q x Q.. Pokaz, ze dowodliwie w
WKL, istnieje funkcja ¢ dana przez kod ® t. ze Vr(o(z) = ¢(x)), ale wszystkie krotki
wystepujace w P maja na pierwszej wspolrzednej liczbe 0.

Rozwzqzame pochodzqce od Keity Yokoyamy. Ponizsze rozwiazanie dziala dla dowol-
nej ¢: A — B, danej przez ® C N x A x Q, x B x Q. (A B to dowolne p.p.m, A
niekoniecznie zwarte).

Definiujemy drzewo T w taki sposob, ze t € {0,1}<N jest elementem T, jesli dla
dowolnych i = (a,q,b,7),j = {(d’, ¢, b',7") t. ze i, j < lh(t) zachodzi:



(0) jesli istnieje n < 1h(¢t) t. ze (n,a,q,b,r) € @, to t(i) =1,

(1) jeslia=d,q=¢, db,V/) >r+1" oraz t(i) = 1, to t(j) = 0,
(2) jeslib=0,r=1",d(a,a’)+ ¢ < qoraz t(i) =1, to t(j) = 1,
(3) jeslia=d,q=¢, d(b,V)+r <71 oraz t(i) =1, to t(j) = 1.

Ta definicja dziala bez problemu dla A = R czy A = [0, 1], gdzie d ma wartosci wymierne.
W przypadku ogolnym definicja jest TI9, wiec zeby zagwarantowaé istnienie T, trzeba
ograniczy¢ kwantyfikatory w < na liczbach rzeczywistych przez lh(t), ale koricowy efekt
bedzie ten sam.

Latwo sprawdzamy, ze T jest nieskoniczonym drzewem binarnym, a jesli P jest do-
wolng sciezka w T', to ® C @ i ® spelnia (1)-(3) z definicji kodu funkeji ciagtej. Skoro ®
byta okreslona na calym A, to @ spelnia warunki zadania.



