
Matematyka odwrotna � dwa uzupeªnienia do ¢wicze« z 24 IV 2015

Doko«czenie dowodu (4⇒ 1) z tw. IV.2.3 w Simpsonie

Pokazywali±my, »e je±li ¬WKL0, to istnieje jednostajnie ci¡gªa funkcja φ z [0, 1] w
R, która nie ma supremum. W tym celu wzi¦li±my T � niesko«czone drzewo binarne
bez ±cie»ki, zde�niowali±my T̃ oraz at, bt dla t ∈ {0, 1}<N jak we wcze±niejszych tego
typu przykªadach, a korzystaj¡c z ¬ACA0 wzi¦li±my ci¡g 0 < c0 < c1 < c2 . . . < 1 bez
supremum.

Dla ka»dego x ∈ [0, 1] zachodzi jeden z dwu przypadków:

1◦ at ¬ x ¬ bt, t ∈ T̃ ,
2◦ bta〈0〉 < x < bta〈1〉, ta〈0〉, ta〈1〉 ∈ T ∪ T̃ .

W przypadku 1◦ de�niowali±my φ(x) = clh(t), a w przypadku 2◦ przez liniowo±¢. Po
¢wiczeniach pozostaªo do sprawdzenia, »e φ jest jednostajnie ci¡gªa.

We¹my ε > 0. Istnieje takie n, »e cm− cn < ε/2 dla m  n. Zauwa»my, »e je±li prze-
dziaª zawieraj¡cy dane x ma lh(t)  n, to φ(x)  cn (niezale»nie od tego, czy zachodzi
przypadek 1◦, czy 2◦). Z drugiej strony, je±li lh(t) < n, to przedziaª odpowiadaj¡cy x-owi
ma dªugo±¢  3−n, a wi¦c wspóªczynnik kierunkowy funkcji liniowej to»samej z φ na
tym przedziale jest co do moduªu ¬ 3n (bo warto±ci φ s¡ mi¦dzy 0 a 1).

Mamy wi¦c rozbicie [0, 1] na sko«czenie wiele przedziaªów, takie »e na ka»dym z
tych przedziaªów funkcja φ albo przyjmuje warto±ci  cn, albo jest funkcj¡ liniow¡ o
wspóªczynniku kierunkowym ¬ 3n. Funkcja φ jest ponadto ci¡gªa i nigdy nie przyjmuje
warto±ci powy»ej cn+ ε/2. �atwo zauwa»y¢, »e w takiej sytuacji warto±ci φ w punktach
x, x′ oddalonych od siebie o mniej ni» δ = 1/(2 · 3n) b¦d¡ si¦ ró»niªy o mniej ni» ε.

Rozwi¡zanie zadania domowego nr 8

Zadanie. Niech φ : [0, 1] → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ (tj. φ jest okre±lona na caªym
[0, 1]) dan¡ przez kod Φ ⊆ N × (Q ∩ [0, 1]) × Q+ × Q × Q+. Poka», »e dowodliwie w
WKL0 istnieje funkcja φ̃ dana przez kod Φ̃ t. »e ∀x(φ(x) = φ̃(x)), ale wszystkie krotki
wyst¦puj¡ce w Φ̃ maj¡ na pierwszej wspóªrz¦dnej liczb¦ 0.

Rozwi¡zanie pochodz¡ce od Keity Yokoyamy. Poni»sze rozwi¡zanie dziaªa dla dowol-
nej φ : Â → B̂, danej przez Φ ⊆ N × A × Q+ × B × Q+ (Â, B̂ to dowolne p.p.m, Â
niekoniecznie zwarte)!

De�niujemy drzewo T w taki sposób, »e t ∈ {0, 1}<N jest elementem T , je±li dla
dowolnych i = 〈a, q, b, r〉, j = 〈a′, q′, b′, r′〉 t. »e i, j < lh(t) zachodzi:



(0) je±li istnieje n < lh(t) t. »e 〈n, a, q, b, r〉 ∈ Φ, to t(i) = 1,

(1) je±li a = a′, q = q′, d(b, b′) > r + r′ oraz t(i) = 1, to t(j) = 0,

(2) je±li b = b′, r = r′, d(a, a′) + q′ < q oraz t(i) = 1, to t(j) = 1,

(3) je±li a = a′, q = q′, d(b, b′) + r < r′ oraz t(i) = 1, to t(j) = 1.

Ta de�nicja dziaªa bez problemu dla Â = R czy Â = [0, 1], gdzie dma warto±ci wymierne.
W przypadku ogólnym de�nicja jest Π01, wi¦c »eby zagwarantowa¢ istnienie T , trzeba
ograniczy¢ kwanty�katory w < na liczbach rzeczywistych przez lh(t), ale ko«cowy efekt
b¦dzie ten sam.

�atwo sprawdzamy, »e T jest niesko«czonym drzewem binarnym, a je±li Φ̃ jest do-
woln¡ ±cie»k¡ w T , to Φ ⊆ Φ̃ i Φ̃ speªnia (1)-(3) z de�nicji kodu funkcji ci¡gªej. Skoro Φ
byªa okre±lona na caªym Â, to Φ̃ speªnia warunki zadania.


