Proponowane Rozwigzania

Zadanie 1. Udowodnij, ze dla x,y,z > 0 zachodzi:
zln(z) +yln(y) + zIn(z) + Qe +2y +2)In(2) > (z+y + 2) In(z + y + 2)

Rozwigzanie: Zaczniemy od pokazania, ze funkcja f : (0,00) — R dana
wzorem f(z) = zln(x) jest wypukla. Istotnie jest to funkcja dwukrotnie
rézniczkowalna, wiec wystarczy aby f” byla dodatnia. Mamy f/(z) = In(z)+
1, skad f”(z) = 1, czyli jest to funkcja wypukla.

Przeksztalémy lewa strone:

xln(z) + yIn(y) + zIn(z) + (22 + 2y + 2) In(2) = zIn(4z) + y1n(4y) + z1n(22)

Teraz jest ona postaci % f(4z) + 1f(4y) + 1f(22), a ze wagi sumujg sie do
jedynki, to mozemy stosowaé nieré6wnosé Jensena otrzymujac teze:
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JIUD) + 1) + 51(22) 2 F(7(40) + J(4y) + 5(22)) = fla+y+2)
Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy funkcje f, g : (0,00) — R sq jednostajnie ciggle,

gdzie: .
(@) f(z) = Sl\n/@) + z sin(\/7)

®) g(a) = 2 1/ sin(y3)

Rozwigzanie: a) Zdefiniujmy dwa ciagi (z,,)nen, (Yn)nen gdzie dla n € N
mamy z, = (27n)%,y, = (2mn + n—\l/ﬁ)2 Zauwazmy, ze |y, — n| = 75 + 4—\/%

sin(yn) _ sin(zn)

co dazy do 0 wraz z n — oo. Natomiast |f(y.) — f(zn)| = |= 72 — =72

Yn sin(y/yn)|. Pierwsze dwa skladniki sumy pod modulem oczywiscie wraz
z n — oo zbiegajg do 0, pozostaje wiec zbadaé zachowanie ostatniego wy-
razu y, sin(y/y») = (27n + ﬁ)Q sin(27n + ﬁ) = 47°n? sin(ﬁ) + (35 +
4—\/%) sin(nl—ﬁ). Zauwazmy, ze wraz z n — oo drugi sktadnik zbiega do 0,
natomiast pierwszy skladnik rozbiega do +oo, czyli funkcja f nie jest jedno-
stajnie cigglta na (0, 00).

b) Pokazemy, ze w tym wypadku funkcja f bedzie jednostajnie ciggla. Za-
uwazmy, ze granica prawostronna w zerze istnieje i wynosi 1 (latwe spraw-
dzenie). Oznacza to, ze naszg funkcje mozna przedluzyé do funkcji cigglej

f:[0,00) — R, danej wzorem:

= . J0 z=0
f(x)_{f(:lc) x>0



Funkcja f jako funkcja ciggla, bedzie jednostajnie ciggla na kazdym prze-
dziale postaci [0, M] dla M > 0 (Twierdzenie Cantora). Zatem funkcja f,
jako obciecie funkcji jednostajnie cigglej, rowniez bedzie jednostajnie cig-
gla na kazdym (0, M] dla M > 0. Gdyby$my wykazali, ze dla dostatecznie
duzych K, funkcja f jest jednostajnie ciggla na [K,o0) to bylby to koniec
zadania (Istotnie, wzielibySmy wtedy np. M = K otrzymujgc jednostajng
cigglosé na (0, K] oraz [K, c0) co implikuje jednostajng ciggto$é na (0, c0)).
PrzejdZzmy zatem do pokazania tego drugiego: Liczgc pochodng funkcji g,
cos(v@) _ sin(v@) 4 sin(v/@) | cos(v)
2z 2z+/T 2/z 2

kata, dla # > K dostajemy |¢'(z)| < 55 + ﬁ + ﬁ + 1. Widzimy wiec,
ze np. dla K = 1, modut pochodnej jest ograniczony przez 2, co oznacza, ze
nasza funkcja jest Lipschitzowska na przedziale [1, o), w szczeg6lnosci wiec
jest tez tam jednostajnie ciggla. W polgczeniu z poprzednimi rozwazaniami
daje to jednostajng cigglo$é na calym R, .

mamy: ¢'(z) = , zatem z nieréwnosci tréj-

Zadanie 3. Dla jakich a,b,c € R funkcja f : R — R jest ciqgta i rézniczko-
walna, gdzie:
24+ar+b <0
€Tr) = .
f( ) { sin(x) >0

ecr—1

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze funkcja jest dobrze okreslona dla a,b € R,
c € R\ {0}. Co wiecej, dla x < 0 funkcja f(z) = 22 + ax + b jest funkcjg za-
réwno ciggla jak i rézniczkowalng. Podobnie dla = > 0 funkcja f(x) = eri(fi
jest funkcjg ciggla i rézniczkowalng. Oznacza to, ze jedyne czym musimy sie
zajad, to sprawdzenie dla jakich a,b,¢c € R w punkcie z = 0 funkcja f jest
rézniczkowalna, co sprowadza sie do réwnoséci granicy lewo jak i prawostron-
nej ilorazu réznicowego (oraz, zeby owe granice byly skoriczone). Zaczniemy
jednak od sprawdzenia warunku koniecznego - ciggltosci - ktéry pozwoli nam
zmniejszy¢ liczbe parametréw. Mamy:

Jim f(z) = b= £(0)

sin(z) cx 1 1

lim f(x)= lim

z—0+ z—0t e —1x ¢ c

Zatem widzimy, ze konieczne jest b = % 0Od tej wiec chwili rozpatrujemy dla
z < 0 wzér z2 + ax + L. Mozemy i$¢ dalej:

h)— h? h
lim M — lim n"tah _ a
h—0- h h—0—
o fhy—f) . =Bl gn(h) — e+ 1
lim ———2 = lim “——% = lim
h—0+ h h—0+ h h—0+ (et —1)ch
Zauwazmy, ze sin(h) = h + o(h?), e" = 1 4 ch + —(62)2 + o(h?), skad:
chto(h?) —1—ch— 2 4140 1(h)?+o(R?) 1
lim — = lim ———F——F—5- = —=
h—0F (I+ch+ % +o(h?) —1)ch h—0t 2 (ch)? + o(h?) 2

2



Stad wnosimy, ze f jest ciggla i rézniczkowalna na R wtedy i tylko wtedy,
gdy (a,b,c) = (—%, %,c), gdzie c € R\ {0}.

Zadanie 4. Wyznacz liczbe rozwiqzan réwnania ( dla © € R\ {0},a € R)
zlnjz|+ax+1=0
Rozwigzanie: Ow réwnanie mozemy przepisaé w postaci:

_ wlnjz[+1

X

Bedziemy rozpatrywac osobno dwa przypadki:

1) z > 0. Wowczas mamy réwnanie a = —%
R wzorem f(z) = —mln(rﬁ = —In(z) — % i zbadajmy jej przebieg zmien-
nosci. Zachodzi: lim,_,q+ f(z) = —o0, lim,_« f(z) = —co. Co wiecej, liczac
pochodng (funkcja jest rézniczkowalna) mamy f/(z) = —(1 — &) = =231, co
jest funkcjg dodatnig dla * < 1 a ujemng dla x > 1, jednoczesnie zerujacg
sie w punkcie x = 1. Oznacza to, ze nasza funkcja f osigga maksimum w
punkcie z = 1, na przedziale z € (0, 1) jest Sciéle rosnaca, a na przedziale
x € (1,00) écisle malejgca. Co wiecej, f(1) = —% = —1 oraz granice w
krancach dziedziny wynoszg —oco. W zwigzku z czym: funkcja f rosngc na
przedziale (0,1) przyjmuje (granica w 07 i cigglos¢ - w szczegélnosci wia-
sno$¢ Darboux) kazdg warto$é z przedzialu (—oo, —1) dokladnie jeden raz.
W punkcie z = 1 przyjmuje, jak juz zauwazyliémy, warto$¢ —1, natomiast
nastepnie maleje, przyjmujaé, drugi raz (z podobnym wytlumaczeniem - gra-
nica w +oo oraz cigglosé), kazdg wartos¢ z przedziatu (—oo, —1) dokladnie
jeden raz. Widzimy wiec, ze kluczowa jest zaleznosé a oraz f(1) = —1, czyli

naszego maksimum lokalnego. Po powyzszej analizie dostajemy:

. Zdefiniuyjmy f : Ry —

e 2 rozwigzania gdy a < —1
e 1 rozwigzanie gdy a = —1

e 0 rozwigzan gdy a > —1

_zln(=z)+1
x

2) r < 0. Wéwczas mamy réwnanie a = . Definiujemy g :

R_ — R wzorem g(z) = —% = —In(—x) — 1. Postepujemy zupelnie
analogicznie. Granice: lim,_,o- g(z) = +o00, lim,;, o g(z) = —oco. Patrzac
na pochodng, widzimy, ze ¢'(z) = —(=% — L) = —Z31, co jest funkcjg stale

dodatnig dla = < 0, czyli funkcja g jest Scisle rosnaca. Biorac pod uwage
granice w kraricach dziedziny oraz powyzszy fakt o monotonicznosci (+ wia-
snosé Darboux), wnioskujemy, ze g na przedziale (—oo,0) przyjmie kazda
wartos$¢ z przedzialu (—oo, o) dokladnie jeden raz. Oznacza to, ze dla z < 0
mamy:

e 1rozwigzanie dlaa € R



Teraz nalezy zsumowac rozwigzania po obu przypadkach, dostajgc, ze dla
x € R\ {0} réwnanie
zln|z|+ax+1=0

ma doktadnie:
e 3 rozwigzania gdy a < —1
e 2 rozwigzania gdy a = —1
e 1 rozwigzanie gdy a > —1
Zadanie 5. Zbadac przebieg zmiennosci funkcji f : Dy — R danej wzorem

3

f(x)zm

oraz wyznaczycé kresy zbioru {f(z) : x € (3,4) N Dy} wyznaczajgc réwniez
D¢—maksymalng dziedzine okreslonosci.

Rozwigzanie: Bedziemy po kolei wyznaczaé interesujgce nas rzeczy:

Maksymalna dziedzina okreslonosci:

Widzimy, ze wzér funkgcji f jest dobrze okreslony dla wszystkich z € R\ {1},
przyjmiemy wiec Dy = R\ {1}

Granice i asymptoty

Liczymy granice w krancach przedzialéw okreslonosci:

T f(@) = {57} = +oo, m_ () = {57} = +oo

M fl@) = I oy = e
. . 1
TEI—&I-IOO f(.’IJ) o Lgr-lr-loox(]_ _ %)2 =+

Stad réwniez widzimy, ze asymptotg pionowsg jest prosta © = 1, natomiast
nie mamy asymptoty poziomej. Sprawdzamy czy istnieje asymptota ukosna:

im 1@ g Ly
r——00 I T——00 (1 — ;)2

im 1@ oy L
r—+oco I r—+00 (1 — ;)2

Domniemane wspoélczynniki kierunkowe mamy, teraz szukamy przesunie-
cia:

. . 23— a3 +22% — 2

lim f(z)—z= lim =2

T——00 Z——00 (x —1)2




. . 3 — a3+ 22—
Jim flz) - = lim (x— 1) =2

Zatem w obu przypadkach wyszta nam prosta y = = + 2, ktéra jest asymp-
. . . NP _ z*—2z%4a 20 —a _
totg ukosnag (Mozna bylo tez zauwazyé, ze f(z) = + o =T+

G
22— 3p— 3
A T e = e r 2+ 5g)

Pochodna, ekstrema i przedzialy monotonicznosci

Policzmy pochodng, ktéra jest réwniez okreélona na Dy.

322 (x—1)2 —2(x—1)a®  32% -3z —22%  2%(x—3)

F@) 1) BRIV P

Zera pochodnej wystepuja w punktach = € {0,3}. Zauwazmy, ze dla z €
(=00,0) U (0,1) U (3,00) mamy f’(x) > 0, natomiast dla z € (1,3) mamy
f'(z) < 0. Oznacza to, ze funkcja f jest Scile rosngca na kazdym z prze-
dzialéw (—o0, 1) oraz (3, o), a §cisle malejgca na przedziale (1, 3). Co wiecej,
ekstremum (minimum) lokalne wystepuje w punkcie xz = 3. Warto$é w tym
punkcie wynosi f(3) = 24—7. Zauwazmy tez, ze granice pochodnej w krancach
wynoszg odpowiednio:

121900 f/<.’L‘) =1 JCEI-&I-IOO f/(l'> =1
I , _ —2 - li / _ —2 _
S S =t =tee i S ={grk= e

Druga pochodna, przedzialy wypuklosci i punkty przegiecia

Druga pochodna réwniez jako dziedzine ma zbiér Dy.

woo (@—=1)Qe(x —3) +2?) —3(x —1)%2*(x — 3)
f (:E) - (I o 1)6 -

(x —1)(32% — 62) — 32> + 92* 6z
(x —1)* C (z 1)

Skoro druga pochodna istnieje, to latwiej sprawdzi¢ nam przedzialy wypu-
klosci: Dla z < 0 mamy f”(z) < 0, natomiast dla z € (0,1) U (1,00) mamy
f"(x) > 0. Oznacza to, ze f jest Sci§le wklesla na (—o0,0) a Sci§le wypukla
na kazdym z przedzialéw (0,1) i (1, 00), czyli punktem przegiecia jest punkt
x=0.

Kresy

Dotychczasowa analiza pozwala stwierdzi¢, ze sup{f(z) : = € (3,4) N Dy} =
+o00 (poniewaz np. granica przy r — 17 wynosi +o00). Co do kresu dol-
nego, to z uwagi na monotonicznosé na tym przedziale (czyli f rosngca na



(2,1)U(3,4), amalejgca na (1,3)) dostarcza nam tylko dwéch potencjalnych
kandydatéw. Minimum - punkt z = 3 oraz poczatek przedzialu - punkt
v = 1. Juz wiemy (wyzej), ze f(3) = 2, natomiast f(2) = 2t - 22 = & czyli

f(3) < f(%),astad inf{f(z) 2 € (£,4)N Dy} =2

Wykres

Uzywajgc zaawansowanych metod grafiki komputerowej (paint) udato mi sie
narysowa¢ przyblizony wykres funkcji f.
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Wykres: Kolor czarny oznacza osie (pogrubiony) oraz asymptoty (cien-
kie). Kolorem czerwonym oznaczony zostal wykres. Kolor niebieski od-
powiada ekstremum (minimum) lokalnemu, ktére w naszym wypadku
jest jedyne, natomiast kolor zielony to punkt przegiecia - punkt, w kté-
rym funkcja zmienia zachowanie z wkleslej na wypukls.



