Zadania z logiki'

Zadania na rozgrzewke

1. Zaznacz na rysunku zbiory

(a) {{z,y) eR?: (z+y>2)V(r<3)};

b) {{z,y) eR?: (22— 1=0)A(y=2+T7)};

(€ {{(z.y) eR?: (2? +y* =1) = 2z =y)};

(@) {(z,y) eR?: (x>y) = (2x<y) — (2® +y* =3))};
(e) {(zy) eR?: (z <y) — o < (ks

(f) {(z,y) e R?:1>2};

(8) {(z,y) eR?*:2-2 =4}

(h) {(z,y) eR?: (jz] < y]) = (—y <z <y)}

2. Zaznacz na rysunku zbiory
(@) {(z.y) eR?: (2" + 92 > 1) = [(2® + 3> <2 A (H(z -y =0) — [y| = [z)]};
(b) {(z,y) eR*: (a2 +y? =4) = (y> -1Ay#1)) = (@® +y* =9)}.
3. Zaznacz na rysunku zbiory
(a) {{z,y) eR?: (x-2<0)— (z-2>0)}
(b) {{z,y) eR*: (z>y) = (y+ 2 >0)}.
© {{zy) eR?: (@ 24y y>1) > (y+z>0)}
4. Zaznacz na rysunku zbiory

(a
(b
(c
(d

{reR: Ty +y* <}k
{reR:Vy(z+y* > 3)};

{z eR:Vz(z? > 0)};

{{z,y) € R*: Fx(y + 2* = 3)}.
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!Zadania sa zebrane przypadkowo, nie sprawdzone i bez jakiejkolwiek gwarancji poprawnosci. Korzystaé
mozna na wlasne ryzyko i odpowiedzialnosé. Czesé zadan jest pomystu J. Tyszkiewicza, D. Niwinskiego,
J. Tiuryna i innych. Za poprawki dziekuje Panom Michalowi Brzozowskiemu, Michatowi Urbankowi.



5. Zaznacz na rysunku zbiory

(a) {z €R:VyFz(z2 > 0A (z—2)*+ (y — logz)? <
) {z€eR:FyFz(z>0A (x—2)*+ (y —log2)* <
(¢) {{zyy) eR*:a? + 9> >1— Fz(2? + (y—2)* <
(d) {(z,y) eR*:Va(y? + (v —2)° # 1) = Fz((x — 2
(e) {(z,y) eR*:Vz(z +y <0)— (y+z <0)}.

6. Zaznacz na rysunku zbiory

(a) {z € R:JaVy(a? + 22 < (2 +1)%)};
(b) {z eR:VyFz(z?> + 22 < (2V +1)H) };
() {zeR:IWe(2?2+ 22 < (2 + 1))}
(d) {z € R:Vady(z? + 22 < (2Y + 1)%)}.

7. Zaznacz na rysunku zbiory
(a) {z € R:Vadz(z =1)};
(b) {ze€eR:JaVe(z =1)};
(c) {xr e R:Va3dx(z =1)}.

8. Zaznacz na rysunku zbiory

(a) {zeR:FaVyly — || <z < y+ |z}
(b) {zeR:VyJa(y — |z| < 2 <y + |zl}
(c) {zeR:IyWa(y — |z| < 2 <y—+|z|};
(d) {zeR:VaTy(y — |z| <z < y+ |z}
9. Dla jakich a,b € P(N) zachodzi warunek:

(a) anb=0—aUb=107
(b) Ve(ane=c— (a=cV-3dd#DANdCc)))?

10. Zapisa¢ za pomocg symboli logicznych i kwantyfikatorow:
(a) W jezyku arytmetyki (+,-,0,1,=)

i) Pewne liczby sq parzyste a inne nie sq.

) Liczba a jest najwickszym wspdlnym dzielnikiem liczb b i ¢, chyba, Ze jest parzysta.
iii) Zadna liczba parzysta nie jest mniejsza od kazdej liczby pierwszey.
iv)

Liczba a jest mniejsza lub rowna liczbie b.



Liczba a jest pierwsza.

Zbior liczb pierwszych jest nieskonczony.
Pewne liczby sq kwadratami a inne nie sq.
Nie kazda liczba jest parzysta.

Liczby x iy majqg te same dzielniki pierwsze.

Warunkiem koniecznym na to, aby n byto nieparzyste, jest aby n byto podzielne
przez 6.

xi) Prawie wszystkie liczby naturalne sq parzyste.

xii) Liczba a jest resztq z dzielenia liczby b przez c.

(b) W jezyku zawierajacym jednoargumentowy symbol funkcyjny f oraz symbol nierow-
nosci:

i) Kazdy zbior dwuelementowy ma kres gorny, ale nie kazdy ma kres dolny.

ii) Niektdre ograniczenia gorne zbioru {a,b} sq punktami statymi funkcji f.

(¢) W jezyku arytmetyki liczb rzeczywistych (+,-,0, 1, <) rozszerzonym o jednoargu-
mentowy symbol funkcyjny f:

i) Liczba a jest dodatnia.

ii) Funkcja f nie jest ciggta w punkcie a.

v

)
)
ili) Uporzqadkowanie < jest geste.
) Funkcja f ma co najmniej dwa punkty state.
)

v) Liczba a jest kresem gornym zbioru punktow statych funkcji f.

(d) W jezyku teorii mnogosci (tylko symbol € i réwnos¢):

i) Zbior a jest pusty.

ii) Zbior a jest podzbiorem zbioru b.

iii) Zbioér a jest sumg rodziny b.

—

v) Zbior f jest funkcja.

)
)
iv) Zbior a jest para uporzadkowana (b, c).
)
vi) Funkcja f jest roznowartosciowa.

11. Zapisa¢ w jezyku teorii mnogosci aksjomaty ZFC.

12. Jak rozumiesz nastepujace zdania? Jak je sformutowac, zeby nie budzity watpliwosci?

(a) Nie wolno pi¢ i graé w karty.

(b) Nie wolno plué i tapaé.



Zabrania sie za$miecania i zanieczyszczania drogi.?
Zabrania sie zasmiecania lub zanieczyszczania drogi.®

Wpisaé, gdy osoba ubezpieczona nie posiada numerow identyfikacyjnych NIP lub
PESEL*

Przepis dotyczy osob, ktore sq obywatelami polskimi @ stale zamieszkujgcych
w Polsce.

Jesli pozwany nie stawi sie lub nie przysle przedstawiciela, to wyrok bedzie
wydany zaocznie.

Jesli nie przyjdziesz lub nie zadzwonisz, to sie nie dowiesz.

Podaj przyktad liczby, ktora jest pierwiastkiem pewnego rownania kwadratowego
o wspotczynnikach catkowitych @ takiej, kiora nie jest.

Warunek zachodzi dla kazdego x i dla pewnego y.

13. Artykul 10 punkt 1. Ustawy o podatku dochodowym od o0séb fizycznych z dnia 26
lipca 1991, przed nowelizacja w 1994 roku stanowit co nastepuje:

Zrédtami przychodow sq: (... )

8) sprzedaz, z zastrzezeniem ust. 2:

a) nieruchomosci lub ich czesci oraz udziatu w nieruchomosci,

b) spotdzielczego wlasnosciowego prawa do lokalu mieszkalnego oraz wynika-
jaceqo z przydziatu spotdzielni mieszkaniowych: prawa do domu jednorodzin-
nego lub prawa do lokalu w matym domu mieszkalnym,

¢) prawa wieczystego uzytkowania gruntéw,

d) innych rzeczy

— jezeli sprzedaz nie nastepuje w wykonywaniu dziatalnosci gospodarczej lub
zostata dokonana, w przypadku sprzedazy nieruchomosci 1 praw majgtkowych
okreslonych pod lit. a)—c), przed uptywem pieciu lat, liczgc od kovica roku kalen-

darzowego, w ktorym nastgpito nabycie lub wybudowanie, a innych rzeczy —
przed uptywem pot roku, liczgc od korica miesigea, w ktorym nastapito nabycie.

W roku 1994 dokonano zmian w ustawie, zastepujac m.in. stowa ,lub zostata doko-
nana” przez i zostata dokonana’”.

Pan Kowalski kupil w styczniu 1992 roku telewizor, ktory po siedmiu miesiacach
sprzedat z zyskiem. Czy powinien zaplaci¢ podatek? A jak bytoby w roku 19957

Rozwigzanie: Pan Kowalski w obu przypadkach nie powinien placi¢ podatku. W roku
1995 dlatego, ze tak wynikalo z nowej tresci ustawy. A w roku 1992 dlatego, ze
artykulu 10 p. 1 i tak nie stosowano, bo go zaden urzednik nie rozumial.

2Kodeks Drogowy przed nowelizacjg w roku 1997.
3Kodeks Drogowy po nowelizacji w roku 1997.
4nstrukcja wypekiania formularza ZUS ZCZA (Zgloszenie danych o cztonkach rodziny...)
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14.

15.

16.

Ustawa z 15 grudnia 2000 r. o spo6tdzielniach mieszkaniowych opublikowana w Dz. U.
Nr 4 (2001) poz. 27, zawiera m.in. taki przepis:

Art. 39. 1. Na pisemne zZgdanie cztonka, ktoremu przystuguje spotdzielcze wltasnos-
ctowe prawo do lokalu mieszkalnego © spotdzielcze prawo do lokalu uzytkowego, w tym
spotdzielcze prawo do garazu, spotdzielnia mieszkaniowa jest zobowigzana zawrzeé
z tym cztonkiem umowe przeniesienia wtasnosci lokalu (... )

Mam mieszkanie wlasnosciowe (a raczej ,spoldzielcze wlasnosciowe prawo” do tego
mieszkania) ale nie mam zadnego lokalu uzytkowego ani garazu. Czy moge sie ubiega¢
o przeniesienie wlasnosci lokalu?

Rozwigzanie: Na szczescie juz tak. Blad poprawiono ustawa z dnia 21 grudnia 2001.
Zamiast ,i” jest teraz przecinek.

Gazeta Wyborcza opublikowata w grudniu 2002 roku nastepujace ,zadanie z logiki™:

W pismach scholastykow znajdujemy zdanie: ,Bog istnieje, poniewaz istnieje”.
Czy to zdanie jest prawdziwe z punktu widzenia logiki?

Nastepnie w Internecie® podano jako prawidlows odpowiedz ,tak”. Jaki blad popemnit
autor zadania i odpowiedzi?

Rozwigzanie: Konstrukcja ,A, poniewaz B” nie jest tozsama z implikacja ,Jesli B
to A”. Konstrukcja ta zawiera explicite stwierdzenie, ze A zachodzi, oraz uzasadnie-
nie tego stwierdzenia. Taka mys$l jest wyrazalna w jezyku polskim, ale nie daje sie
wypowiedzie¢ w jezyku zwyklej logiki formalnej, takiej jak np. klasyczny rachunek
zdan. Dotyczy to wielu innych podobnych konstrukeji. Jezyk naturalny jest po
prostu bogatszy, niz jakikolwiek system formalny.

Oczywidcie mozna sobie wyobrazi¢ taki rachunek logiczny, w ktéorym konstrukcja
LA, poniewaz B” bylaby wyrazalna, nie jest jednak jasne jak taki rachunek powinien
by¢ zdefiniowany.

Czy nastepujace definicje mozna lepiej sformutowad?

(a) Zbior A jest dobry, jesli ma co najmniej 2 elementy.

(b) Zbior A jest dobry, jesli dla kazdego x € A, jesli x jest parzyste, to x jest
podzielne przez 3.

(c) Zbior A jest dobry, jesli dla pewnego x € A, jesli x jest parzyste, to x jest
podzielne przez 3.

17. Wskaz blad w rozumowaniu:

(a) Aby wykazaé prawdziwo$é tezy
,Dla dowolnego n, jesli zachodzi warunek W (n) to zachodzi warunek U(n)"
zatozmy, ze dla dowolnego n zachodzi W (n). ..

Shttp://www2.gazeta.pl/liganaukowa/1,38204,1239101.html



18.

19.

20.

21.

22.

(b) Aby wykazaé prawdziwosé tezy
,Dla pewnego n, jesli zachodzi warunek W (n) to zachodzi warunek U(n)"
zatdzmy, ze dla pewnego n zachodzi W(n). ..

Ktore z ponizszych zdan jest materialng prawda?
(a)
(b)
()

)

(d) Jestem, wiec mysle.

Jesli pada deszcz to nosze parasol.
Jesli nosze parasol to pada deszcz.

Mysle, wiec jestem.

Rozpatrzmy nastepujacy autentyczny dialog:

— Nie cheesz zupki?
— Nie!

Czy dziecko chciato zupki?

Rozwigzanie: Tak. Dziecko intuicyjnie zastosowalo zasade podwojnego przeczenia
(v — =), zamiast konstrukeji jezykowej, ktora polega na wzmocnieniu jednego
zaprzeczenia przez nastepne zaprzeczenie. Por. np. ,nic nie mam” i angielskie ,,I’'ve
got nothing”.

Czy zdanie

(al) Nie istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych.

(bl) Nie istnieje skoriczenie wiele liczb pierwszych.
jest poprawnym zaprzeczeniem zdania

(a2) Istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych?

(b2) Istnieje skoriczenie wiele liczb pierwszych?
Sformulowac te zdania poprawnie.
Sformutuj poprawnie zaprzeczenia zdan:

o Liczby 2 1 5 sq pierwsze.
o Liczby 21 5 sq wzglednie pierwsze.
Czy zdanie ,Liczba a nie jest kwadratem pewnej liczby catkowitej” jest poprawnym

zaprzeczeniem zdania , Liczba a jest kwadratem pewnej liczby catkowitej” A moze
innego zdania?



Formuly otwarte

23. Wyznaczy¢ wartosé¢ formuty x -y =0—-2x+y =1y:
(a) wstrukturze (N, +, -, 0, 1), przy wartosciowaniu v(x) = 1,v(y) = 21 przy wartos-
ciowaniu w(z) = 0, w(y) = 3;
(b) w strukturze (P(N),U,N, 0, N), przy warto$ciowaniu v(z) = {2,3,5},v(y) =
{4,6,8} i przy wartosciowaniu w(z) = {2,3},w(y) = {2, 3,5}.
24. Wyznaczy¢ wartosé¢ formuty P(z) — (R(x,y) — —P(y)):

a) w strukturze A = (N, P4, zie n € wtedy i tylko wtedy, gdy n jes

trukt A = (N, PA, RA) gdzi PA wtedy i tylko wtedy, gdy n jest
parzyste, a relacja R to zwykla relacja porzadku, przy wartoéciowaniu v(z) =
2,v(y) = 2 1 przy wartosciowaniu w(z) = 0,w(y) = 7.

(b) w strukturze B = (N, P5, R5) gdzie PP = {2, 7}, oraz R* = {(2,3),(3,5)}, przy
wartosciowaniu v(z) = 2,v(y) = 5 i przy wartosciowaniu w(z) = 7,w(y) = 3.

25. Wskaza¢ wartosciowanie spetniajace formute R(f(z)) — (Q(g(z)) A =R(f(g(v))))
w strukturze R liczb rzeczywistych, w ktorej

e a € R® wtedy i tylko wtedy gdy a jest liczba wymierna;
o a € QF wtedy i tylko wtedy gdy a jest liczbg catkowita;
o f*(a) =a’ig"(a) =|al,

oraz warto$ciowanie nie spetniajace tej formuly.

26. Wskazaé strukture i warto$ciowanie spelniajace formute

(a) R(f(x))VQy) — (R(f(y)) —
(b) (B(z) = Q(f(x) A (R(f(x)) — :
(¢) (R(x) = R(y)) = (Q(f(z)) — R(f(y))),

oraz strukture i warto$ciowanie nie spelniajace tej formuty.

S
I
s

x) —
x) —

27. Dla kazdej z par struktur:

(a Q +7 70 1> <R7+7'7O71>;

(c) (Py H) (PQ, 1), gdzie P, oznacza zbioér wszystkich prostych w R?;
(d) (P, L)i <P3, 1), gdzie Py i Ps to odpowiednio zbiory wszystkich prostych w R?;

e

R, +,-,0,1) i (P(N),U,N, 0, N);
£) (N, <,

) |
) (N,
)
) (
) (
) | ><Z<0>

(
(



(8) (N, +,0) i ({a,b}",-,¢),
wskaz formute otwarta spelnialng w jednej z nich a w drugiej nie.
28. Pokazaé, ze nie istnieje formuta otwarta spetnialna w (N, <) i niespelnialna w (Z, <).
29. Dla dowolnego grafu G skonstruowaé taka formute otwarta ¢q, ze:

e Formula ¢g jest spelnialna wtedy i tylko wtedy gdy graf G jest czterokolorowy
(tj. mozna jego wierzcholki pomalowa¢ czterema kolorami tak, aby wierzchotki
polaczone krawedzia zawsze mialy rozne kolory).

e Dlugosé formuly ¢g jest nie wieksza niz P(n), gdzie P jest pewnym ustalonym
wielomianem (niezaleznym od G).

e Konstrukcja formuly ¢ nie wymaga sprawdzania, czy G jest czterokolorowy.

Sygnatura formuty ¢ powinna zawiera¢ dwuargumentowy symbol relacyjny R i czte-
ry jednoargumentowe symbole relacyjne K, Ky, K3, Ky. Kazdemu wierzchotkowi
grafu GG powinna odpowiadaé¢ inna zmienna indywiduowa. Wtedy na przyktad for-
muta R(z,y) N Ki(z) N Ks(y) wyraza taka mysl: wierzcholki = i y sa potaczone
krawedzia, pierwszy z nich ma kolor nr 1, a drugi ma kolor nr 2.

30. Dlaczego zadanie 29 jest trywialne, jesli pomina¢ trzeci warunek?

Rachunek zdan

31. (Z Mendelsona) Czy te informacje sa niesprzeczne? (Wskazowka: uzy¢ zmiennych

zdaniowych jako skrotéow i zbada¢ spetnialnosé otrzymanego zbioru schematéw zda-
niowych.)
Jesli rosnie kurs obligacji lub spada stopa procentowa, to albo spada kurs akcji albo
nie rosng podatki. Kurs akcji spada wtedy 1 tylko wtedy kiedy rosnie kurs obligacyi
© rosng podatki. Jesli spada stopa procentowa to albo kurs akcji nie spada albo kurs
obligacyi nie rosnie. Albo spada kurs akcji © stopa procentowa albo podatki rosng.

(Uwaga: ,albo” znaczy to samo co ,lub”.)

32. (Z Mendelsona) Czy to wnioskowanie jest poprawne?

Jesli inwestycje pozostang na statym poziomie, to wzrosng wydatk: panstwa lub wzrosnie
bezrobocie. Jesl wydatki paristwa nie wzrosng, to obnizone bedg podatki. Jesli podatks
bedg obnizone i inwestycje pozostang na statym poziomie, to bezrobocie sie nie zwiek-
szy. A zatem wydatki panstwa na pewno wzrosng.

33. Zbada¢, czy nastepujace formuly sa tautologiami rachunku zdan i czy sa spetnialne:

(@) (p—=7r)Alg—=8)A(=pV-s) = (=pV—g);



(b) (p—=a@)Vr)A(=p—r);

() p—=qV(g—r)V(r—p)

d) (pVa)—r)=—r1)Vie—r)

e =g A(p—r1)— (r— q);

() (kp—q) —=1) = =(p— q);
(p—4q) = 1) = p) = g

h) ((p—a) —p) — g

34. Czy nastepujace zbiory formul sa spelnialne?
(a) {p — —|q’ q — —\T,T' — —\p},
(b)

(¢) {=(=qVp),pV-rqg—-rk

(d) {s —=a,pV g, ~(sAp), s}

b) {p — ¢, = r,rVs— g}

35. Czy zachodza nastepujace zwigzki?

(@) p—¢,q F p;
(b) pAg— —mplET = g;
© p—=ap—(g—=r)Ep—r;
d)p—=(g—=r)p—agFq—r;
€ (p—aq) —rpEr
) (p—q) —=r-rEp
(&) (p—q) —r, g
(h) p—q,r——gEr— -p.
36. Znalez¢ formule zdaniowa «, ktora jest spetniona dokladnie przy wartosciowaniach v

spetiajacych warunki:

(a) Doktadnie dwie sposrod wartosci v(p), v(q) i v(r) sa réwne 1.

(b) v(p) = vlq) # v(r).



37.

38.

39.

40.

41.

Rozwigzanie: Mozna to robi¢ na rézne sposoby, ale najprosciej po prostu wypisaé
alternatywe koniunkcyj, np. (p AgA—r)V (p A =g Ar).

Udowodnié¢, ze dla dowolnej funkcji f : {0,1}* — {0, 1} istnieje formuta a, w ktorej
wystepuja tylko zmienne zdaniowe ze zbioru {pi,...,pr}, o tej wlasnosci, ze dla
dowolnego wartosciowania zdaniowego v zachodzi rownosé v(a) = f(v(p1), ..., v(pk))-
(Inaczej mowiac, formuta « definiuje funkcje zerojedynkows f.)

Wskazowka: Indukcja ze wzgledu na k.

Znalezé (o ile istnieje) taka formule zdaniowa «, aby nastepujaca formuta byta tau-
tologig rachunku zdan:

“pAQ)V (mgA—aAT)V (pA=g)V(pAgA-a);

a—p)A(~a—q) < (aAp)V(-aAq);

r—(=gAp)) = a) = (aA(p—q) AT);

a—p)—(p—q);

alNq)— p)— ((p— —q) — a);

~— e N N~ SN
o~ o~ o~ o~ o~
—~

Rozwigzanie: Przy kazdym mozliwym wartosciowaniu zmiennych p, ¢, r nasza for-
muta jest albo rownowazna « albo —a albo jest po prostu spetniona lub nie spetniona
niezaleznie od o. Badamy wszystkie takie wartoSciowania i ustalamy kiedy a musi by¢
prawdziwa a kiedy falszywa. Mozliwa odpowiedZz w punkcie (a): —p, w punkcie (b):
—¢ i w punkcie (¢): (p — ¢) Ar. W punkcie (d) rozwiazania nie ma, a w punkcie (e)
oczywiscie(!) wystarczy za « przyjac¢ T.

Znalezé (o ile istnieje) taka formule zdaniowa «, aby nastepujaca formuta byta tau-
tologig rachunku zdan:

(a) pVa—aAp;

(b) (= p) A (ma = q);

(¢) ((aAg) = —p) = ((a—p)— —q);
Znalezé (o ile istnieje) taky formute zdaniowa «, aby nastepujace formuty byty jed-
noczesnie tautologiami rachunku zdan:

(a) (aAp) < (pAq) oraz (aV p) < (pVr);

(b) (¢ =) < (¢g— (pAr)) oraz (a = q) < (=(p V) = q);

(€) (p— ) = (¢g— (mpVr))oraz ((r = q) = p) = (7p = —a).
Zalozmy, ze zmienna zdaniowa p nie wystepuje w formutach aq, ..., a,, 51 ..., B;.
Pokazaé, ze formuta (a3 V -+ V a,) A (81 V -+ V Gn) jest tautologia rachunku zdan

wtedy i tylko wtedy, gdy tautologia jest formula (pAay) V-V (pAay,)V(=pABG)V
-V (mp A B)-

10



42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

Zatézmy, ze zmienna zdaniowa p nie wystepuje w formutach aq,...,a,,081 ..., On-
Pokaza¢, ze formuta (aq A+ A ay,) V (81 A+ A (By) jest spelnialna wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnialna jest formuta (pVag)A---A(pVay,) A(=pV B)A--A(=pV Gn).

Zalozmy, 7ze zmienne zdaniowe q, . .., q,_3 (gdzie n > 4) nie wystepuja w formutach
aq, ..., a,. Udowodnié, ze formuta (o V- -V a,) jest spetnialna wtedy i tylko wtedy,
gdy spelnialna jest formula (ay Vas Vg) A(asV =g V@) A A (o V 2¢u_y V
qn—3) A (an—l Va, V ﬁqn—?))-

Udowodnié, ze dla dowolnej formuly rachunku zdan istnieje rownowazna jej formuta
w koniunkcyjnej postaci normalnej, tj. w postaci koniunkcji alternatyw zmiennych

zdaniowych i negacyj zmiennych zdaniowych. Pokazaé¢, ze dtugosé takiej postaci
normalnej moze rosnaé¢ wyktadniczo w stosunku do rozmiaru formuty poczatkowe;j.

Dla dowolnej formuty ¢ rachunku zdan, nie sprawdzajac czy ¢ jest spelnialna, skon-
struowa¢ taka formute ¢ w postaci normalnej, ze:
e Formula v jest spelnialna wtedy i tylko wtedy gdy ¢ jest spetnialna.
e Dlugosé formuly v jest ograniczona przez P(|p|), gdzie |¢| to dtugosé formuly ¢,
a P to pewien ustalony wielomian (niezalezny od ¢).

Wskazowka: Rozwiaza¢ najpierw zadanie 42.

Poprawi¢ rozwigzanie poprzedniego zadania tak, zeby formuta v byta koniunkcja
cztonéw postaci (aV 5V ), gdzie kazda z formut «, 3, v jest albo zmienna zdaniows
albo negacja zmiennej zdaniowej.

Wskazowka: Rozwiaza¢ najpierw zadanie 43.

Poda¢ przyktad takiego zbioru I' formul rachunku zdan, ze zbiér warto$ciowan spel-
niajacych I' jest mocy 5, przeliczalny, itp.

Wskazowka: Zbior wszystkich wartosciowan spelniajacych jaki§ zbiér mozna tez

scharakteryzowaé jako zbior gatezi pewnego drzewa binarnego.

(Translacja Friedmana) Niech a bedzie ustalona formuta rachunku zdan. Dla dowol-
nej formuly § okreslamy (¢ przez indukcje: p® = pV a; (8 — 7)* = [ — ™
Wtedy |= 3 implikuje = 5°.

Wskazowka:  zdefiniowaé¢ wartosciowanie v'(p) = v(p V «) i pokazaé, ze v'(3) =
v(6 V «a) zachodzi dla dowolnej formuty .

Dla dowolnego grafu G skonstruowac taka formute rachunku zdan ¢g, ze:

e Formula ¢g jest spelnialna wtedy i tylko wtedy gdy graf G jest czterokolorowy
(tj. mozna jego wierzcholki pomalowa¢ czterema kolorami tak, aby wierzchotki
polaczone krawedzig zawsze mialy rozne kolory).
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e Dtugos¢ formuly pg jest nie wieksza niz P(n), gdzie P jest pewnym ustalonym
wielomianem (niezaleznym od G).

e Konstrukcja formuly pg nie wymaga sprawdzania, czy G jest czterokolorowy.
Wskazowka: Rozwiazaé najpierw zadanie 29.
50. Niech formuta ¢ — v bedzie tautologig rachunku zdan. Znalez¢ taka formule ¥, ze:

e Zarowno ¢ — ¢ jak i ¥ — 1 sg tautologiami rachunku zdan.
o W formule ¥ wystepuja tylko takie zmienne zdaniowe, ktore wystepuja zarowno

w © jak i w .

51. Niech o(p) bedzie pewna formuta, w ktorej wystepuje zmienna zdaniowa p i niech
q bedzie zmienna zdaniowa nie wystepujaca w o(p). Przez o(q) oznaczmy formute
powstata z o(p) przez zamiane wszystkich p na q. Udowodnié, ze jesli

o(p),o(q) Ep<q

to istnieje formula 7, nie zawierajgca zmiennych p ani ¢, taka ze

op) EpeoT.

Formuty rachunku predykatéw

52. (Z Mendelsona i nie tylko) Zapisa¢ nastepujace stwierdzenia w postaci zdan rachunku
predykatow (wprowadzajac odpowiednie symbole relacyjne, np P(z,y) dla ,z jest
przodkiem y”).

(a) Jesli kazdy przodek przodka dowolnej osoby jest tez przodkiem tej osoby, ale nikt
nie jest swoim wtasnym przodkiem, to jest ktos taks, kto nie ma przodkow.

(b) Jesli kazdy rozumny filozof jest cynikiem i tylko kobiety sq rozumne, to (o ile
istniejq rozumni filozofowie) pewne kobiety muszq byé cynikami.

(c) Jesli niektore koty sq tygrysami i Zaden tygrys nie jest borsukiem, to wszystkie
borsuki majg waqsy.

53. Dlaczego zapisanie ponizszych stwierdzen w formie zdan rachunku predykatéw sprawia
pewne ktopoty?

(a) Jesli istnieje rozumny filozof to jest on kobietq.

(b) Warunek W(x,y) zachodzi dla kazdego x i dla pewnego y.
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54. Rozwazamy strukture N' = (N, MN DN ZN. JN> gdzie MV i DV sy relacjami troj-
argumentowymi, a Z i JV sy relacjami jednoargumentowymi. Te relacje sg zdefi-
niowane tak:

{a,b,c) € MV, wtedy i tylko wtedy, gdy a - b = ¢;
{a,b,c) € DV, wtedy i tylko wtedy, gdy a + b = c¢;
a € ZN | wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0;
a € JV, wtedy i tylko wtedy, gdy a = 1.
Napisaé takie formuly pierwszego rzedu, ktore sg spelnione w N przez warto$ciowanie

v(z) = a,v(y) = b,v(z) = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy:

(a) Zachodzi rownosé a® + 2b* = ¢ — 3.

(b) Liczba a jest reszta z dzielenia b przez c.

(c) Liczba a jest potega dwojki;
)

(d) Liczby a i b sg wzglednie pierwsze.

55. W strukturze A = (N, PA Q4), gdzie:
{a,b) € P wtedy i tylko wtedy, gdy a + b > 6;
{a,b) € Q™ wtedy i tylko wtedy, gdy b = a + 2,
wyznaczy¢ wartos¢ formut:
(a) VaP(z,y) — 32Q(z,y);
(b) VazP(z,y) — VeQ(z,y);
(c) VaP(z,y) — JoQ(z, 2);
przy wartosciowaniach v(y) =7, v(z) = 1 oraz u(y) = 3,u(z) = 2.

56. Wyznaczy¢ wartosé¢ formuty

(a) Vy(Va(r(z, f(z,y)) — r(zy)))
(b) Vy(Va(r(z, f(z,y))) — r(z,y))
(¢) Va(=r(z,y) — 32(r(f(z, 2), 9(y))),

w strukturze A = (Z, fA, r4), przy wartodciowaniach v(z) =51 w(z) = 7, jezeli:
(a) fA(
(b) fA(

(¢) fA(m,n) = 5mn, dla m,n € Z, a r* jest relacja podzielnosci.

Y
’

m,n) = min(m,n), dla m,n € Z, a r* jest relacjg >;
m,n) =m?+n?, dla m,n € Z, a r* jest relacja <;

57. Wyznaczy¢ wartos¢ formuly Vy(3z(r(z,z) Ar(z,y)) — r(z,y))
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28.

29.

60.

61.

62.

63.

(a) w strukturze A = (N, 74), gdzie r* jest relacja podzielnoci;

(b) w strukturze A = (N, r4), gdzie 74 jest relacja przystawania modulo 7,
przy wartosciowaniach v(z) = 3, w(z) = 6 1 u(x) = 14.

Wyznaczy¢ wartoéé formuty Va (—r(x, y) — 32(r(f(z,2),9(y)))) w A = (Q, fA, g*, 1),
gdzie fA jest mnozeniem, relacja r* jest réwnoscia, a g*(q) = ¢+ 1 dla ¢ € Q, przy
wartosciowaniach v(y) = 0, w(y) = —1 i u(y) = 2.

Podaj przyktad modelu i warto$ciowania, przy ktorym formuta
WPz, f(x)) = Vae3yP(f(y), x)”

jest: a) spelniona; b) nie spelniona.

Podaj przyktad zdania prawdziwego w strukturze (N, 4, 0) ale nie w strukturze
(N2 #.(0,0)), gdzie operacja # jest okreslona tak: (a,b)#(c,d) = (a + ¢, b+ d).
Wskazowka: Jakie elementy nie daja sie przedstawi¢ w postaci sumy dwoch nieze-

rowych sktadnikow?

Sygnatura ¥ sklada sie z symboli 7,s € L& R, S € ¥ i g € ¥,. Napisa¢ takie
zdania ¢ 1 v, ze:

(a) zdanie ¢ jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, R4, SA, 14 54, gA),
w ktorych obie relacje R4, S sa przechodnie, ale ich suma nie jest przechodnia;

(b) zdanie v jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, RA, SA, r4, 54, g4,

w ktorych s jest obrazem iloczynu kartezjanskiego v x rA przy funkcji g

Rozwigzanie:

(a) VaVyVz(R(x,y) A R(y, z) — R(x, z)) AVaVyVz(S(z,y) A S(y, z) — S(x, 2))
A FzFyFz((R(z,y) V S(z,y)) A (R(y,z) V S(y,2)) A = R(z,2) A =S(x, 2)));
(b) Va(s(x) < FyTz(z = g(y, 2) Ar(y) Ar(2))).

Sygnatura > sktada sie z jednoargumentowych symboli relacyjnych R, S i jednego
jednoargumentowego symbolu funkcyjnego f. Napisa¢ takie zdania ¢ i 1, ze:

(a) zdanie ¢ jest prawdziwe dokladnie w tych modelach, A = (A4, RA SA, f4),
w ktorych obraz zbioru RA przy funkeji f# zawiera sie w zbiorze S

(b) zdanie 9 jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, RA, SA, f4), w kto-
rych zbior S# jest przeciwobrazem zbioru R* przy przeksztalceniu f.

Sygnatura > sktada sie z jednoargumentowych symboli relacyjnych R,S i jednego
jednoargumentowego symbolu funkcyjnego f. Napisa¢ takie zdania ¢ i 1, ze:
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(a) zdanie ¢ jest prawdziwe dokladnie w tych modelach, A = (A, RA S4, fA),
w ktorych przeciwobraz zbioru R4 przy funkcji f zawiera sie w zbiorze S4.

(b) zdanie 9 jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, R4, SA, f4), w kto-
rych zbior S# jest swoim wlasnym obrazem przy przeksztalceniu f, a zbiér RA
jest niepusty.

64. Sygnatura X sklada sie z jednego symbolu f € ¥;. Napisa¢ zdanie @, ktore

65.

66.

67.

68.

(a) jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, f4), w ktorych przeciwobraz
kazdego zbioru jednoelementowego ma co najwyzej dwa elementy;

(b) jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, f4), w ktérych przeciwobraz
kazdego zbioru jednoelementowego ma co najmniej dwa elementy;

(c) jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, f4), w ktorych funkcja f
przyjmuje kazda swoja warto$¢ co najwyzej raz;

(d) jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, f4), w ktorych funkcja f
przyjmuje kazda swoja warto$¢ co najmniej raz.
Sygnatura > sktada sie z jednego symbolu f € ¥;. Napisa¢ zdanie ¢, ktore
(a) jest prawdziwe w modelu (N, s), gdzie s oznacza nastepnik, a nie jest prawdziwe
w modelu (N, ¢), gdzie ¢(n) = n? + 1, dla dowolnego n € N.
(b) jest prawdziwe w modelu (N, s), gdzie s oznacza nastepnik, a nie jest prawdziwe

w modelu (N, g), gdzie g(n) = n* mod 7, dla dowolnego n € N.

Sygnatura L sktada sie z dwoch jednoargumentowych symboli funkeyjnych f i g oraz
dwuargumentowego symbolu relacyjnego r. Napisa¢ zdanie ¢, ktore jest prawdziwe
doktadnie w tych modelach A = (A, f4, g, r4), w ktérych

(a) funkcja f jest odwrotna do g,

(b) funkcja fA jest funkcja stala;

(¢) r* nie jest ani spojna ani symetryczna.
Sygnatura L sklada si¢ z dwoch jednoargumentowych symboli funkcyjnych f i g oraz
dwuargumentowego symbolu relacyjnego r. Napisa¢ zdanie ¢, ktore jest prawdziwe
doktadnie w tych modelach A = (A, f4, g*, ), w ktorych

(a) funkcje fA i g* sa roine;

(b) funkcja fA nie jest roéznowartosciowa;

(c) r* nie jest przechodnia.
Sygnatura > sktada sie z dwuargumentowych symboli relacyjnych r i s oraz dwuar-

gumentowego symbolu funkcyjnego f. Napisa¢ (mozliwie najprostsze) zdanie, ktore
jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, r#, s4, f4), w ktorych:
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Ajs

Ajs

A

(a) Tloczyn mnogosciowy relacji r zawiera sie w ich zlozeniu;

A

(b) Tloczyn mnogosciowy relacji r zawiera si¢ w ich sumie;

(c) Tstnieje algebra (B, ff) i homomorfizm h : (A, fA) — (B, f5), ktorego jadrem
jest rA.
(d) Obraz iloczynu id4 N7 przy funkeji f4 ma mniej niz dwa elementy.

Rozwigzanie:

(a) VaVy(r(z,y) As(z,y) — 3z(r(z, 2) A s(z,9)));
(b) =L, bo warunek zachodzi zawsze;

(¢) [Yar(z, z)] A [Vavy(r(z, y) — r(y, 2))] A [VaVyva(r(z,y) Arly, 2) = r(z, 2))]A
ANV Yy (r(x, ') Ar(y, o) — r(f(z,y), f(z'y'))], bo relacja r* ma by¢ kon-
gruencja w (A, f4);

(d) Yavy(r(z,2) Ar(y,y) — flz,2) = f(y,9)).
69. Sygnatura Y sktada sie z symboli R € ¥&, r € X2 i f € ¥,. Napisa¢ takie zdania ¢
i1, ze:
(a) zdanie ¢ jest prawdziwe doktadnie w tych modelach, A = (A, RA r4, f4),
w ktorych relacja R4 jest funkeja;
(b) zdanie v jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, RA, A, fA4), w kto-
rych R4 jest przeciwobrazem zbioru r# przy funkeji f4.
70. Sygnatura X sklada sie z symboli S € ¥, P € X i f € ;. Napisa¢ takie zdania
P11, ze:
(a) Zdanie ¢ jest prawdziwe dokladnie w tych modelach A = (A, PA SA, f4),
w ktorych SA C PAx fA(PA);

(b) Zdanie v jest prawdziwe dokladnie w tych modelach A = (A, PA SA fA),
w ktorych S# jest funkcja odwrotng do fA.

Rozwigzanie:
(a) ¥a¥y(S(z,y) — P(x) AF=(P(2) A F(2) = 1));
(b) Vavy(f(z) = f(y) = = =y) AVaVy((f(2) =y — S(y,2)) A (S(y, ) — f(z) = y)).
71. Sygnatura X sktada si¢ z symboli S, P € X' i f € 3;. Napisa¢ takie zdania ¢ i v, ze:

(a) Zdanie ¢ jest prawdziwe dokladnie w tych modelach A = (A, PA SA, fA),
w ktorych SAN PA =0, ale fA(SA) C P4,

(b) Zdanie v jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, PA SA fA),
w ktorych funkcja f4|ga (tj. funkcja f# obcieta do S#) jest réznowartosgciowa.
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72.

73.

74.

Sygnatura X sktada sie z dwoch jednoargumentowych symboli relacyjnych R i S,
dwuargumentowego symbolu funkcyjnego f i jednoargumentowego symbolu funkcy;j-
nego g. Napisa¢ takie zdania ¢ i v, ze:

(a) zdanie ¢ jest prawdziwe doktadnie w tych modelach, A = (A, fA, g*, RA, SA),
w ktorych obraz iloczynu kartezjanskiego R4 x S4 przy przeksztalceniu f za-
wiera sie w iloczynie mnogoéciowym R4 N SA.

(b) zdanie 1) jest prawdziwe dokladnie w tych modelach A = (A, fA g4, R4, SA),
w ktorych zbiory wartosci funkeyj f i go f sa takie same. (Symbol ,,0” oznacza
sktadanie funkcyj.)

Rozwigzanie: (a) VaVy(R(x) A S(y) — R(f(z,y)) A S(f(z,y));
(b) Y (Iy3z(x = f(y, 2)) < Fy3z(z = g(f(y, 2))))-
Sygnatura > sktada sie z dwoch jednoargumentowych symboli relacyjnych R i S,

dwuargumentowego symbolu funkcyjnego f i jednoargumentowego symbolu funkcy;j-
nego g. Napisa¢ takie zdania ¢ i v, ze:

(a) zdanie ¢ jest prawdziwe doktadnie w tych modelach, A = (A, f4, g, RA, S4),
w ktérych przeciwobraz iloczynu mnogosciowego RANS# przy przeksztalceniu f
zawiera sie w iloczynie kartezjanskim RA x S4.

(b) zdanie 1) jest prawdziwe dokladnie w tych modelach A = (A, fA g4, R4, SA),
w ktorych zbiory wartosci funkcyj f i g sa takie same.

Sygnatura Y sktada sie z dwoch dwuargumentowych symboli relacyjnych R i S.
Napisac¢ takie zdania @1, o 1 3, Ze

(a) zdanie ¢, jest prawdziwe doktadnie w tych modelach, A = (A, R4, SA), w kto-
rych R4 jest relacja rownowaznoéci o dokladnie trzech klasach abstrakeji.

(b) zdanie @y jest prawdziwe doktadnie w tych modelach, A = (A, R, SA), w kto-
rych zlozenie relacji R* z relacja S jest identyczne ze ztozeniem relacji S
z relacja R

(¢) zdanie 3 jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, R, SA4), w kto-
rych relacja S jest najmniejsza relacja symetryczng zawierajaca R4

Rozwigzanie:

(a) [VzR(x,x)|AVaVy(R(x,y) — R(y,x))|ANzVyVz(R(x,y)AR(y, z) — R(x, z))|A
[Fz3yFz(=R(z, y)A\-R(x, 2) A= R(y, 2)) A [VaVyV2Vu(R(x, y)VR(x, 2)VR(z, u)V
R(y,z) vV R(y,u) V R(z,u)].

(b) VaVy(3z(R(z,2) A S(z,y)) < Jz(S(z,2) A R(z,9))).
(c) Vavy(S(z,y) < R(z,y) V R(y,z)).
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7.

76.

e

78.

79.

Napisa¢ zdanie pierwszego rzedu prawdziwe doktadnie w tych modelach (A,r4),
w ktorych 74 = B x C, dla pewnych zbiorow B, C.

Napisac¢ zdanie pierwszego rzedu prawdziwe doktadnie w tych modelach A, w ktorych

(a) relacja S* jest funkcja o dziedzinie P#;
(b) S4 jest relacja rownowaznodci i ma dokladnie trzy klasy abstrakeji;
(¢) zbior P4 jest rzutem relacji S* na pierwsza wspohzedna.
Sygnatura X sklada sie z dwuargumentowych symboli relacyjnych r i s oraz dwuar-

gumentowego symbolu funkcyjnego f. Napisa¢ (mozliwie najkrotsze) zdanie, ktore
jest prawdziwe dokladnie w tych modelach A = (A, 74, sA, fA4), w ktorych:

A5 A

a) Zlozenie relacji r i s* zawiera sie w ich iloczynie 74 N s%;

)

b)

¢) Relacja 74 nie jest funkcja z A w A4;
)
)

(
(b) Zbiér wartoéci funkcji f jest rzutem sumy 74 U s na pierwsza wspohrzedna;
(
(d
(e) Obraz zbioru A x A przy funkcji f* jest pusty.

Obraz r* przy funkeji f# jest podstruktura w A;

Rozwigzanie:

(a) VaVaVy(r(x,y) A s(y, z) — r(z, 2) A s(x, 2)).
(b) Va(IyIz(z = f(y,2)) < Fy(r(z,y) Vs(z,y
(c) Fz(=Fyr(z,y) V Iy3z(r(z,y) Ar(z,2) A =(y = 2))).
(d) Fx3yr(z,y) A YaVyVa'Vy'(r ( y)Ar(a,y) —

— "3y (r (2", y") A (@) = F(f (@), f(2,9))))-
(e) L.

Dla kazdej z par struktur:
(a) (N,<)i{{m—1|m,neN-{0}},<);

(b) (N, +) i (Z, +);
(©) (N,<)i(Z, <),

wskaz zdanie prawdziwe w jednej z nich a w drugiej nie.

Sygnatura Y sktada sie z jednego dwuargumentowego symbolu relacyjnego R. Napisac¢
takie zdania ¢ i v, ze:

(a) zdanie ¢ jest prawdziwe w modelu A = (N, <), ale nie w B = (N — {0}, ] ),
gdzie symbol ,,|” oznacza relacje podzielnosci, okreslona tak:

m|n wtedy i tylko wtedy, gdy n = k - m, dla pewnego k € N — {0}.
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(b) zdanie v jest prawdziwe w modelu € = ({a, b}*, <), gdzie
w < v wtedy i tylko wtedy, gdy v = w - u dla pewnego u € {a,b}",
ale nie w modelu D = ({a, b}*, <), gdzie
w < v wtedy i tylko wtedy, gdy |w| < |v].

Rozwigzanie:

(a) Pierwszy model jest porzadkiem liniowym, a drugi tylko czesciowym, bo relacja
podzielnosci nie jest spojna. Jako ¢ mozna przyja¢ formute
Vavy(R(z,y) V R(y,z)).

(b) Pierwszy model jest porzadkiem czesciowym, a drugi nie, bo relacja =< nie jest
antysymetryczna. Jako 1 mozna przyjaé¢ formute
VaVy(R(z,y) A R(y,z) — z =y).

80. Sygnatura Y sklada sie z jednego dwuargumentowego symbolu funkcyjnego + i jed-
nego symbolu statej 0. Napisa¢ takie zdania ¢ i 1, ze:

(a) zdanie @ jest prawdziwe w modelu A = (Z, +, 0), ale nie w modelu B = (N, +, 0);

(b) zdanie ¢ jest prawdziwe w modelu B = (Z, +, 0), ale nie w modelu € = (Q, +, 0).

81. Podaj przyktady:

(a) takiego zdania ¢, ze ({a,b}*, -, &) = ¢, ale (N, +,0) }~ ¢;

(b) takiego zdania ¥ ze <{(I7 b}*v '7€> ): 2 ale <{a7 ba C}*7 5 €> l?é s
(c) formuly spelnialnej, ale tylko w modelach nieskonczonych.

82. Wskaza¢ formule pierwszego rzedu:

(a) spehialng w ciele liczb rzeczywistych ale nie w ciele liczb wymiernych;
(b) spetnialna w algebrze N z mnozeniem, ale nie w algebrze N z dodawaniem;
(c) spetnialna w ({a,b}*, -, €) ale nie w ({a,b,c}*, -, €).
83. Wskaza¢ (o ile istnieje) model i wartosciowanie speliajace dang formute i nie spel-
niajace tej formuty:
(a) Vy(r(z) — r(y));
(b) Vy(r(z) Ar(y) — r(f(z,y));
(¢) Va(q(z,y) — a(f(z),y);
(d) VaVy(r(z) Ar(y) — r(f(z,9));
(e) Va(r(z)V p(z)) — (Vor(z) V Vap(z));
(f) Va3y(q(z,y) vV Vy—q(z, y));

C

e
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(g)
(h)
(i)

JxVy3Iz(q(z, 2)
Vavy(=(z =y)
VaedyIz(—(y = =z

A _‘Q<x7 y))7
— Jz(P(z,2) A Py, 2));
) A P(a,y) A P(x, 2)).

Tautologie, wynikanie, spelnialno$é

84. Sygnatura ¥ sktada sie z symboli P,Q € X' i f € ¥;.

(2)
(b)

Wykazaé, ze formuta , FaVy(P(z)VQ(y)) — Yy(P(f(y)) VQ(y))” jest spelnialna
i nie jest tautologig.

Wykazac, ze formuta ,Vy(P(f(y))VQ(y)) — JzVy(P(x)VQ(y)) jest tautologia.

Rozwigzanie:

(2)

Nasza formuta jest spelnialna na przyktad w modelu € = (N, P% Q¢, f%), gdzie
N jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych, funkcja f¢ jest stale réwna 7, a obie
relacje P¢i Q% sa petne (tj. P = Q% = N). W tym modelu konkluzja implikacji
jest w oczywisty sposob prawdziwa.

Formuta ta nie jest tautologia, bo nie jest prawdziwa na przyktad w mode-
ln B = (N, P5,Q5, fB), gdzie QF jest zbiorem pustym, P® = {0,1,2}, a f5
jest funkcja nastepnika. Teraz przestanka jest spetniona, bo B,0 = P(x), wiec
takze B,0 = Vy(P(x) V Q(y)). Ale B,4 [~ P(f(y)) V Q(y), bo 4 ¢ QF oraz
fB(4) =5 ¢ PB. Zatem konkluzja nie jest spetniona.

Wezmy dowolny model A = (A, PA, QA, f4). Pokazemy, 7e A |= Vy(P(f(y)) Vv
Qy)) — Favy(P(z) v Q(y)).

Rozpatrzymy dwa przypadki. Najpierw przypuséémy, ze f*(a) € P4, dla pew-
nego a € A. Wtedy mamy A, f4(a) = P(z). Stad A, f4(a) = Yy(P(z)VQ(y)),
a wiec A = JxVy(P(z) vV Q(y)).

W drugim przypadku f#(a) € P* (czyli A, a = P(f(y))), dla wszystkich a € A.
Mozna zatozy¢, ze A = Vy(P(f(y)) V Q(y)) (w przeciwnym razie cata formula
jest trywialnie prawdziwa). To znaczy, ze A, a = P(f(y))VQ(y), dla wszystkich
a € A. Ale teraz mamy zawsze A, a = P(f(y)), wiec dla kazdego a € A musi
by¢ A, a = Q(y). Biorac jakiekolwiek b € B, otrzymamy A, a,b = P(z)V Q(y),
skad A, b = Vy(P(z) V Q(y)) i wreszcie A = JxVy(P(x) V Q(y)).

85. Czy poprawne jest wynikanie

(Q— R) — Q, Vo(P(x) - Q) — RE R?

o Vi(P(z) = Q) = Q@ F Q7
86. (Z Mendelsona) Wykazaé, ze ze zdan:
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87.

88.

o Kazdy, kto rozumie logike, moze kazdego jej nauczyc;

o Jest ktos, kto rozumie logike;
wynika zdanie:

o Kazdy moze byé przez kogos nauczony logik:.
Wskazowka: wprowadzi¢ oznaczenia ,,R(x)” (x rozumie logike) i ,M(x,y)” (z moZe
nauczyé y logiki), napisa¢ odpowiednia implikacje i zbadaé jej prawdziwosé.

Rozwigzanie: Pierwsze zalozenie mozna zapisaé tak: Va(R(x) — YyM (x,y)), a dru-
gie tak: JrR(x). Nalezy pokazaé¢, ze zdanie VydzM (z,y) jest ich konsekwencja, tj.
nalezy pokazad, ze

Ve(R(x) — VyM(x,y)),JzR(x) | VydzM(z,y).

Jesli oba zalozenia sa prawdziwe w modelu A = (A, R4, M4), to zbior R4 jest
niepusty (drugie zdanie) i kazdy element @ € RA ma wiasnos¢ A, a = YyM(x,y)
(pierwsze zdanie). Jesli teraz b jest dowolnym elementem modelu, to mamy A, a, b |=
M (z,y), czyli po prostu {a,b) € M*. Stad A,b |= JxM(x,y), a poniewaz b bylo
dowolne, wiec ostatecznie A = VyIz M (z,y), co nalezalo udowodni¢.

Rozpatrzmy nastepujace rozumowanie:
— Wszystkie koty sq drapieznikami;
— Niektore drapiezniki majg waqsy;

— Zatem niektore kolty majg waqsy.

Wprowadzi¢ oznaczenia , K (x)” (x jest kotem), ,D(x)” (x jest drapieznikiem)i,,W (z)”
(x ma wgsy), napisa¢ odpowiednia implikacje i zbadac, czy jest ona tautologia. Wy-
wnioskowaé z tego, czy rozumowanie jest poprawne.

Rozpatrzmy nastepujace rozumowania:

I. Kazdy kot jest drapieznikiem;
Nie kazdy pies jest drapieznikiem;

Zatem Zaden pies nie jest kotem.

II. Kazdy kot jest drapieznikiem;
Nie kazdy pies jest drapieznikiem;

Zatem pewien pies nie jest kotem.
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Wprowadzi¢ oznaczenia , K (z)” (x jest kotem), ,P(x)” (x jest psem ) i,D(x)” (z jest
drapieznikiem), napisa¢ odpowiednie implikacje i zbadaé, czy sa one tautologiami.
Wywnioskowaé z tego, czy rozumowania sa poprawne.

Rozwigzanie: W czesci I mamy zdanie ¢, postaci:
Va(K(x) — D(z)) AN =Vz(P(x) — D(z)) — Yz(P(z) — ~K(z)).
To nie jest tautologia. Niech A = (N, K4, DA, PA), gdzie dla dowolnego n:

o x € KA wtedy i tylko wtedy gdy z jest podzielne przez 4;
o x € DA wtedy i tylko wtedy gdy z jest parzyste;
o z € PA  wtedy i tylko wtedy gdy « jest podzielne przez 3.
Poniewaz kazda liczba podzielna przez 4 jest parzysta, wiec A = Vo (K(z) — D(z)).

Poniewaz liczba 3 nie jest parzysta, wiec takze A = —Va(P(z) — D(z)). Ale
A6 = P(z)i A6} —-K(x), wiec A Ve (P(x) — —K(x)). Zatem A £ .

W czesci 11, zdanie ¢, jest takie:
Vo(K(x) — D(x)) N =-Ve(P(x) — D(z)) — Jz(P(z) N K (x)).

To zdanie jest tautologia. Rozpatrzmy bowiem dowolny model A = (A, K4, DA, PA).
Jezeli A £ Vo (K(xz) — D(x)) lub A £ =V (P(x) — D(z)) to oczywiscie A = ¢o.
Zalozmy wiec, ze A = V(K (x) — D(x)) oraz A = —Va(P(z) — D(x)). Oznacza to,
ze w naszym modelu mamy K4 C D4, ale mamy tez takie a, ze A, a = P(x) — D(z).
To znaczy, ze a € PA ale a ¢ DA. Skoro KA C DA, wiec tym bardziej a ¢ KA. A
zatem A, a = P(x) A =K (x) i w konsekwencji A | Jz(P(x) A K (x)). Zawsze wiec
mamy A = .

Konkluzja: drugie rozumowanie jest poprawne a pierwsze nie.
89. Rozpatrzmy nastepujace rozumowania:
I Zadna kobieta nie jest mezczyzng;
Niektorzy mezezyini sq dzieé¢mi;

Zatem nie kazde dziecko jest kobietq.

II Zadna kobieta nie jest mezczyzng;
Niektorzy mezezyini sq dzieé¢mi;
Zatem nie kazde dziecko jest mezczyzng.
Wprowadzi¢ oznaczenia ,,K (z)” (x jest kobietq), ,M(x)” (x jest mezczyzng) i ,D(z)”

(x jest dzieckiem), napisa¢ odpowiednie implikacje i zbada¢, czy sa one tautologiami.
Wywnioskowaé z tego, czy rozumowania sa poprawne.
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90.

91.

92.

93.

94.

95.

Czy formuta ,,(VzP(z) V V2IyQ(z,y)) — VeIy(P(x) V Q(z,y))” jest tautologia?
A implikacja odwrotna?

Zbada¢, czy formuty:

(a) Va3yP(x,y) — IaVyP(z,y);
(b) FxVyP(x,y) — YydxP(z,vy),

sg spetnialne i czy sg tautologiami.
Zbada¢, czy formuty:
(a) (VeR(x) — JyS(y)) — VaIy(R(x) — S(y));
(b) (VaR(z) — JyS(y)) — Jz(R(z) — S(x)),
sg spetnialne i czy sg tautologiami.
Zbhadaé czy nastepujace formuly sa tautologiami i czy sa spetnialne:
(a) (VeP(z) — Q(y)) — Va(P(r) — Qy));
(b) (P(x) — FyQ(y)) — Fy(P(z) — Qy)).
Zbadaé¢ czy nastepujace formutly sa tautologiami i czy sa spelnialne:
(a) (VzP(z) — Q(y)) < Fx(P(x) — Qy));
(b) (VaP(z) — Q(z)) < Jz(P(r) — Q(z)).
Zbadaé, czy nastepujace formutly sa tautologiami:
(a) FyVz(P(y) — Q(2)) — (FyP(y) — VzQ(2));
(b) (FyP(y) — VzQ(2)) — Vy¥z(P(y) — Q(2)).

Rozwigzanie: (a) Ta formula nie jest tautologia. Rozpatrzmy bowiem model
A= (N, P4 QA), w ktorym PA = Q4 = {13}. Wowcezas A = JyP(y), bo PA # ),
oraz A [~ V2Q(z), bo Q* # N. Zatem A [~ JyP(y) — VzQ(z). Tymczasem
A E FyVz(P(y) — Q(2)), bo A,v | Vz(P(y) — Q(2)) na przyktad dla v(y) = 7.
(b) Ta formula jest tautologia. Mozna sie o tym przekona¢, stwierdziwszy, ze za-
lozenie JyP(y) — VzQ(z) jest rownowazne formule =3Iy P(y)VVzQ(z), i dalej kolejno
kazdej z nastepujacych formut:

Vy—P(y) V V2Q(2);
Vy(—P(y )\/VZQ )i
Vyvz(—P(y) vV Q(2));
Vyvz(P(y) — Q(2)).

z

A/_\

Z
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96.

97.

98.

A zatem formula (b) jest réwnowazna formule
Vyvz(P(y) — Q(2)) — Yyv2(P(y) — Q(2)),
ktora oczywiscie jest tautologia.

Niech R i S beda symbolami jednoargumentowych relacji. Zbada¢, czy nastepujace
formuly pierwszego rzedu sa tautologiami:

(a) Vz (R(z) V S(z)) — (Vx R(x) VVz S(x));
(b) (Vz R(z) VVxS(x)) — Vo (R(x)V S(z)).

Zbadaé, czy nastepujace formutly sa tautologiami:

(a) Jz(P(z) — VyQ(y)) — JaVy(P(z) — Q(y));
(b) Fz(VyQ(y) — P(x)) — 32Vy(Q(y) — P(x));
(c) F(VyQ(y) — P(x)) — Fo(Q(z) — P(x)).

Rozwigzanie: (a) Tak. Wynika to z nastepujacych réwnowaznosci:

o = 3x(P(x) = VyQ(y)) < Fu(=~P(z) v VyQ(y));
o = Jz(—P(z) VVyQ(y)) < JaVy(=P(z) V Q(y)) (bo y nie jest wolne w =P (z));
(

o | IVy(=P(z) vV Q(y)) « aVy(P(z) — Q(y)).

(b) Nie. Kontrprzyktadem jest model A = (N, PA, Q4), w ktorym PA = () oraz Q4 =
{2,3,5,7}. Wtedy A = VyQ(y), bo Q* # N, azatem A, {z — 4} = VyQ(y) — P(x).
Stad A = 3z(VyQ(y) — P(x)).

Tymczasem, jakie by nie bylo a € N, zawsze A, {x — a,y — 5} £ Q(y) — P(x).
Dlatego A, {x — a} = Vy(Q(y) — P(x)) i ostatecznie A = JaVy(Q(y) — P(x)).

—
—

(¢) Tak. Rozpatrzmy dowolny model A = (A, PA, Q). Jesli A = Jx(VyQ(y) —
P(z)), to oczywiscie A | Jz(VyQ(y) — P(x)) — Jz(Q(z) — P(x)). Przypusémy
wiec, ze A | Jx(VyQ(y) — P(x)). Oznacza to, ze A,{z — a} = VyQ(y) — P(x),
dla pewnego a € A. Mamy wiec dwa przypadki.

Pierwszy przypadek zachodzi wtedy, gdy A, {z — a} = P(z), czyli gdy a € PA.
Wtedy A, {z — a} E Q(z) — P(x), a zatem A = Jz(Q(z) — P(x)).

Drugi przypadek zachodzi wtedy, gdy A, = YyQ(y), czyli gdy QA # A. Jest wiec
takie b € A, ze A, {x — b} £ Q(z). Stad mamy A, {x — b} = Q(z) — P(z), wiec
takze A = Jx(Q(x) — P(x)).

Zbadaé, czy nastepujace formuty sa tautologiami:

(a) Va3y(P(z) — R(z,y)) — Vo(P(z) — JyR(z,y));
(b) Vay(R(z,y) — P(z)) — Ve(FyR(z,y) — P(z)).
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99.

100.

101.

102.

Ktora z nastepujacych implikacji jest tautologia:

a) [VzIyR(z,y) — JaVyR(y,v)] — IaVy(R(z,y) — R(y,z))?
b) Va3yR(z,y) — JaVyR(y, z)]?

Rozwigzanie: (a) Lewa strona implikacji jest rownowazna formutom:

o ~VrdyR(z,y)V IxVyR(y,x);
2Vy—R(z,y) V IxVyR(y, ©);
Jx(Vy=R(z,y) V VyR(y, )
Jx(Vy—R(z,y) VVzR(z, ));
Vy(—R(z,y) VVzR(z, x));
J2VyVz(-R(z,y) V R(z, x)).

9

Prawa strona jest rownowazna formule 3zVy(—-R(z,y) V R(y,z)). Pozostaje wiec
zauwazy¢, ze:

e Kazda formuta postaci VyVz o(y, z) — Yy ©(y, y) jest tautologia;

e Jesli ¢ — 1 jest tautologia, to takze dxr ¢ — Jx ¢ jest tautologia.

(b) Rozwiazanie zadania utatwi przeksztalcenie formuty do réwnowaznej postaci
J2Vy(=R(z,y) V R(y,x)) — JaVy—-R(z,y) V JaVyR(y,x). Teraz tatwo sprawdzic,
ze ta formuta nie jest prawdziwa w modelu (R,=). Mamy bowiem na przyktad
R, {0/x} E Vy(=R(z,y) V R(y,z)), bo dla dowolnej liczby y albo 0 # y albo
y=0. A wiec R = J2Vy(-R(z,y) V R(y,z)). Ale nie ma ani liczby réwnej wszyst-
kim, ani liczby réznej od wszystkich liczb rzeczywistych, wiec R ¥~ JaVy—R(z,y) V
JxVyR(y, ).

Sygnatura ¥ sklada sie z symboli P,Q € XEi R € X

(a) Wykazaé, ze formuta ,Vy(3zR(z,y) — R(y,y)) — YyR(y,y)” jest spetnialna
i nie jest tautologia;

(b) Wykaza¢, ze formuta ,,(VyP(y) — Q(z)) — Jy(P(y) — Q(x))” jest tautologia.
Ktore z nastepujacych formul sa speklialne i ktore sa tautologiami? (P i @ sa
jednoargumentowymi symbolami relacyjnymi a f jest jednoargumentowym symbolem
funkcyjnym.)

(a) 23y (Q(z) — P(y)) — (VzQ(z) — FyP(y));

(b) (VaQ(z) — JyP(y)) — Va(Q(z) — P(z));

(c) VaIy(f(y) = x) = VaVy(f(z) = f(y) — v =y)?

Ktore z nastepujacych formut sa spetnialne i ktére sg tautologiami?
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103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

a) VeIy(R(z,y) VVzR(x, 2));

b) Va((P(z) — P(y)) — Q) — @;

(¢) FzIy(P(z) — Qy)) — Fx(P(z) — Q(x));
(d) 3z(P(x) — VoP(z));

() YxIyVz3uS(x,y, z,u) — VzIuVaIyS(z,y, z, u).

(
(

C

Pokaza¢, ze formuta Va3y (R(x,y) — P(z,y)) — Vo (Jy R(z,y) — Jy P(z,y)) jest
spetnialna, ale nie jest tautologia.

Czy formuta ,,(Voe3yQ(z,y) — Ve P(x)) — Vo3y(Q(x,y) — P(x))” jest tautologia?
A implikacja odwrotna?

Niech f bedzie jednoargumentowym symbolem funkcyjnym, ktory nie wystepuje
w formule . Pokazaé¢, ze formuta Vrdyy jest spelnialna wtedy i tylko wtedy gdy
formuta Vaxp[f(z)/y] jest spelnialna.

Ktore z nastepujacych zdan sa spelnialne i ktoére sa tautologiami? (P i @ sa jed-
noargumentowymi symbolami relacyjnymi a f jest jednoargumentowym symbolem
funkcyjnym.)

(a) J(Q(x) — P(x)) — (VaQ(z) — FyP(y));

(x
(b) Va(P(x) — P(f(x))) — Ve P(f(x));
(c) VzP(f(x)) — VaP(x)?

Ktore z nastepujacych zdan sa spelnialne i ktore sa tautologiami? (R jest dwuargu-
mentowym symbolem relacyjnym a f jest jednoargumentowym symbolem funkcy;j-
nym.)

(a) Vayz(R(z,y) vV R(y,z) vV R(z,z)) = Vay(R(z,y) vV R(y, x));
(b) Vay(R(z,y) V R(y, %)) — Vayz(R(z,y) V R(y, 2) V R(z, 7));
(c) Yeyz(R(x,y) V R(y, z) V R(z,x)) — VeyIz(R(x,z) V R(z,y))?
Czy nastepujace formuly sa tautologiami i czy sa spelnialne?
(a) Jrdy(P(z) — Qy)) — Fz(P(z) — Q());
(b) VaIyVz(R(z,y) A (R(y,z) — R(z,2))?
Ktoéra z nastepujacych implikacji jest tautologia, a ktéra nie?
(a) VaIy((P(z) — Qy)) — R(y)) — ((VaP(z) — VyQ(y)) — FyR(y));
(b) Vady((P(z) — Qy)) — R(y)) — (VaP(z) — IQ(y)) — FyR(y)).
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Rozwigzanie: Pierwsza implikacja jest tautologia. Wystarczy w tym celu zauwazy¢
rownowaznos$é¢ nastepujacych formut:

(Ve P(z) — VyQ(y)) — JyR(y);
~(VaP(z) — YyQ(y)) V JyR(y);
(VzP(z) A =VyQ(y)) v FyR(y
(VzP(z) A Fy=Q(y)
Va(P(z) A Jy=Q(y)
Va((P(z) AJy—Q(y)) V IyR(y)),  box & FV(IyR(y));
Va(Jy(P(z) A-Q(y)) V IyR(y)),  boy & FV(P(x));
VaTy((P(z) A =Q(y)) V FyR(y));
Vady(=(P(x) — Qy)) vV FyR(y));
VaIy((P(z) — Qy)) — JyR(y)).
Druga implikacja nie jest prawdziwa w modelu A = (N, PA, Q4, RA), gdzie PA = N,
={2,3} i R* = (. Mamy bowiem A, {n/z,4/y} = P(x) — Q(y) dla dowolnej

liczby n. Stad A | Vady((P(z) — Q(y)) — R(y)). Poniewaz Q* # 0, wiec
A EVzP(x) — JyQ(y), ale A |~ FyR(y)). A wiec formuta (b) nie jest tautologia.

)

) )i
)V Iy R(y);
)V Iy R(y);
)
)
)

110. Ktéra z nastepujacych implikacji jest tautologia, a ktéra nie?

(a) Va(P(z) — yQ(y)) — Fy(BzP(z) — Qy));
(b) Fy(VeP(z) — Qy)) — Vr(P(x) — FyQ(y))-

Rozwigzanie:  (a) Tak. Zauwazmy, ze przeslanka implikacji jest rownowazna
zdaniu Va(—=P(z) V JyQ(y)). Poniewaz z nie jest wolne w JyQ(y), to zdanie jest
rownowazne Yz—P(z) V JyQ(y), a zatem zdaniu —JzP(z) V JyQ(y). Ale y nie jest
wolne w =3z P(x), wiec nasze zdanie jest rownowazne formule Jy(—3zP(z) V Q(y)).
A to jest rownowazne konkluzji naszej implikacji.

Drugi sposéb: Rozpatrzmy dowolny model A = (A, PA, Q4). Jesli przestanka impli-
kacji jest falszywa w A, to calos¢ jest prawdziwa, zalézmy wiec, ze A = Va(P(z) —
JyQ(y)). Jezeli teraz zbior P4 jest niepusty, np. a € P4, to mamy A,a = P(x)
oraz A,a E P(x) — JyQ(y). Stad wnioskujemy A = JyQ(y), czyli mamy takie
be A ze Ab E Q(y). Tym bardziej A,b = JzP(x) — Q(y), wiec ostatecznie
A 3y(FzP(z) — Qy)).

Przypuéémy wiec, ze PA = (), czyli A = 3w P(x). Wezmy jakiekolwiek b € A. Wtedy
A b | JzP(x) — Q(y), skad A = Jy(FzP(x) — Qy)).

(b) Nie. Wezmy A = (N, P4 Q#4), gdzie PA = {11}1 Q" = 0. Wtedy A £ VzP(z),
wiec mamy np. A,5 | Vo P(x) — Q(y). Zatem przestanka implikacji jest prawdziwa
w A. Natomiast A, 11 £ P(z) — JyQ(y), wiec konkluzja jest falszywa.
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111.

112.

113.

114.

115.
116.
117.

Zbada¢ spetnialno$é¢ formut:
(a) VaVy(-z =y — 3z(P(x,2) A P(y, 2)));
(b) Vady3z(—y = 2z A P(x,y) A P(z, 2)).

Formuta ¢ jest w postaci normalnej, jezeli ¢ = Q121 ... Qpx,.0, gdzie Q1 ...Q), jest
pewnym ciggiem kwantyfikatoréw, a 1 jest formuta otwarta.

(a) Sprowadzi¢ do postaci normalnej formute VzQ(x) — JzP(x).

(b) Udowodni¢, ze dla kazdej formuly istnieje rownowazna formuta w postaci nor-
malnej.

Czy jesli A |= Jx o, to takze A |= p[t/z], dla pewnego termu ¢?

Poda¢ przyktad nieskoriczonego zbioru parami nierébwnowaznych formul, w ktorych
wystepuja tylko 2 zmienne (w tym zwiazane) i jeden unarny symbol funkcyjny.

Czy formuta Voe3ayvz(R(z,y) < z = x) A = JyR(y, z) ma skonczony model?
Czy formuta —-VyP(y) A Yz3y(P(y) A x = f(y)) ma skoniczony model?

Pokazaé, ze jesli dla dowolnej formuly ¢ i dowolnego wartoSciowania p warunek
A, p E ¢[ti/x] zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy warunek A,p | ¢[t2/z], to
AEt =t,.

Teoria modeli

118.

119.

120.

121.

122.

123.

Udowodni¢, ze dla dowolnego zbioru formut ¥ i dowolnej formuty ¢ istnieje taka
formula o, ze 3 |= ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy o — ¢ jest tautologia.

Czy istnieje zdanie prawdziwe w (Q, <) ale nie w (R, <)?

Czy istnieje sprzeczny zbior formut logiki pierwszego rzedu, taki ze kazdy jego wtas-
ciwy podzbior jest niesprzeczny?

Jesli suma teorii 77 U 15 jest sprzeczna, to istnieje takie zdanie ¢, ze T F v oraz
Ty + .

Przypusémy, ze kazde zdanie ¢;, gdzie i € N (sygnatura sklada sie z jednego bi-
narnego symbolu relacyjnego) ma tylko skonczenie wiele parami nieizomorficznych
modeli. Pokaza¢, ze istnieje model w ktorym zadne ¢; nie jest prawdziwe.

Przypusémy, ze w kazdym modelu zbioru zdan T prawdziwe jest choé¢ jedno ze
zdan ¢;, gdzie i € N. Udowodnié¢, ze wtedy T' = @o V - - - V ¢y, dla pewnego k.
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124. Udowodni¢, ze klasa cial algebraicznie domknietych nie jest skoniczenie aksjomaty-
zowalna.
125. Czy dla kazdej niesprzecznej teorii T istnieje taka teoria 17, ze T C T' oraz
a) T" jest zupelna? b) No-kategoryczna?
126. Niech ¢ bedzie zdaniem pewnej sygnatury pierwszego rzedu, takim ze I/ ¢ oraz t/ —p.
Udowodni¢, ze istnieje teoria 7', speliajaca warunki:
o 't/ poraz T tf —p;
o jesli T'¢ T" to albo T" = ¢ albo T = —¢.
127. Zbior zdan T' (w przeliczalnym jezyku) ma taka wlasnosé, ze kazde dwa jego prze-

liczalne modele sg izomorficzne. Udowodni¢, ze dla dowolnego zdania ¢ zachodzi
'Felub I' F —e.

Rozwigzanie: W przeciwnym razie zbiory T'U {¢} i I' U {—¢} bylyby niesprzeczne,
a wiec spelnialne, i to w modelach przeliczalnych (na mocy dolnego tw. Skolema-
Lowenheima). Ale takie modele nie moglyby by¢ izomorficzne.

128.* Udowodni¢, ze kazde zdanie prawdziwe w (R, <) jest takze prawdziwe w (Q, <).

Rozwigzanie: 7 teorii mnogosci wiadomo, ze kazde dwa przeliczalne porzadki geste
bez konicow sg izomorficzne. Rozpatrzmy zbior I' ztozony z pieciu aksjomatow definiu-
jacych porzadek gesty bez koncow (zwrotnos$é, przechodnio$é, antysymetria, gestosc,
brak elementu pierwszego i ostatniego). Zaréwno (R, <) jak i (Q, <) sa modelami
tych aksjomatéw. Ponadto zbior I' spelnia warunki zadania 127. A zatem dla dowol-
nego zdania ¢ albo T' = ¢ albo I' = —p. Przypusémy teraz, ze (R, <) = ¢. Poniewaz
(R, <) | T" wiec przypadek I' = —p jest niemozliwy, a wiec I' = ¢, w szczegdlnosei
Q<) Ee

Dowodzenie twierdzen

129. Wyprowadzié¢ (bez ciecia) nastepujace sekwenty:

(@) pA(gVT)E(pAg)V(pAT);
(b) Vo(P(y) V Q(x)) = P(y) vV VaQ(x).
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Rozwigzanic® (a)

pkp qFq pkp rir
(PK) <Lo)p, qtp <Lo)p, q-q (PK) (Lo)p, rop Lo)p, rr
P,q-pAg p,rEDAT
i A VAT T Fergvan
(LK) p,(@Vvr)E(AgV(pAT)
(LK)pm/\(q\/r)F(p/\Q)\/(pM)
pA(@Vr)E(@AgV(pAT)
Rozwigzanie (b)
P(y) = P(y) Q(r) F Q(x)
P F P06 "G - Ph).o6)
(LY) P(y) Vv Q(z) - P(y), Q(z)
() Va(P(y) vV Qz)) F P(y), Q(x)
(PA Va(P(y) vV Qz)) - P(y), V2Q(x)
(PA)W( (y) vV Q(z)) = P(y), P(y) V VzQ(x)

Va(P(y) v Q(x)) F P(y) v VaQ(x)

130. Wyprowadzié¢ (bez ciecia) nastepujace sekwenty:
@) F(p—=(g—=r) = (pAg—r1);
(b) FVz(P(z) — Qy)) — (FzP(z) — Qy)).

131. Skonstruowa¢ w rachunku sekwentéw dowod formuty:
(a) ~(p—=pAq) = (g—=pAq)
(b) (pVa)A(pVr)—pV(gAr).

132. Skonstruowa¢ w rachunku sekwentéw dowod formuty:
(a) Jz(P(x) — VaP(x));
(b) (VyP(y) — Q(x)) — Fy(P(y) — Q(x)).

133. Wyprowadzi¢ w rachunku sekwentow:

(&) F(p—qVr)—=(p—qV—r);

6Uwaga: Wszystkie dowody sg zapisane w sposéb skrétowy, z pominieciem krokéw strukturalnych
(skracanie, wymiana). Sekwenty sa traktowane jak pary zbioréw, nie jak pary ciagow.
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(b) F(p— —q) — ~(pAq).

Rozwigzanie (a)

qkq reor
pkp p.qkq prr
pkEp,q q-p—q reEp—r
Fp.p—q gF(p—=q)V(p—r) rE(p—q)Vp—r)
Fp,(p—q)V(p—r) gVrE(p—qVp—r)

p—qVrE(p—=qVp—r)
Fp—qVr)—=(p—=qVp—r)

qkq
pkEp PAgkgq
pAghp pAg gl
p—q¢,pAqhk

p— gk -(pAq)

H (p—>—|q) —>—|(p/\q)
134. Wyprowadzi¢ w rachunku sekwentow:

(a) F3z(P(z) — Q) VVaxP(x);
(b) Va(P(z) — P(f(x))) b 3zP(x) — JxP(f(f(2)))-

Rozwigzanie (a)

P(x) - P(x)
P+ P),Q
- P(x),P(z) — Q
- P(2),30(P(x) — Q)
F Vo P(z),dz(P(x) — Q)
FVaP(z),3x(P(x) — Q) V VxP(x)
F3z(P(x) — Q) VVzP(x)
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(b) Formutle Va(P(z)—P(f(z))) zastapiono ponizej znakiem .

P(x) b P(x) P(f(2)) = P(f(2))

Pz)F P(x), P(f(z))  P(f(z)), P(x) - P(f(x))
P(z)—P(f(z)), P(z) F P(f(z)) P(f(f(x))) = P(f(f(x)))
&, P(z) F P(f(z)) P(f(f())), P(z) = P(f(f(x)))
P) - P(f(2). PL/(f(x))) P(f(f(x))),®, P(x) b P(f(f(2)))

@, P(f(z)—=P(f(f(2))), P(x) - P(f(f(x)))
®, P(x) - P(f(f(z)))
®, P(z) - 3zP(f(f(x)))
O, JzP(z) F JxP(f(f(x)))
& F JxP(x)—3xP(f(f(x)))

135. Wyprowadzi¢ w rachunku sekwentow:
@) FVv—a9—9—a
b)) Fp—=a)A(p—4q)—q
136. Wyprowadzi¢ w rachunku sekwentow:
(@) F(lpAg) —=r)=(p—r)Vig—7);
(b) E((p = @) A—q) = —p.

Rozwigzanie (a)

pkp qFq
ptpr gtqr
Fp,p—r Fqg,q—r
Fp,p—r,qg—r Fq,p—r,qg—r rEr
FpANqgp—r,qg—r p,rEr
FpAgp—r(p—T)VI(g—T) rEp—r
FpAg,(p—1)Vi(g—T) re(p—r)V(ig—r)

(pAq) —=rF(p—r)Vig—r)
F((pAg)—1)—=(P—71)V(g—T)
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pkEp qkq

Fp,—p —q,q
—qFp,p —q,qF —p
p—q, gk -p

p—=q¢,(p—=qg Aogk-p
(p—q)N=qF—p

=((p—q) A—q) — —p

137. Wyprowadzié¢ (bez ciecia) sekwent
Vayz(P(z,y) A Py, z) — P(x, 2)) F Vu(P(u, f(u)) = P(u, f*(u)).
138. Wyprowadzi¢ w rachunku sekwentow:
(a) = 32Vy(=R(z) vV R(y)
(b) Vz(R(f(x)) — R(x))

Rozwigzanie (a)

)
FVaR(f*(z)) — VzR(x).

- R(z), 7R(2)
F R(z), 7R(z) V R(y)
- R(z),Vy(—R(2) V R(y))
- R(z), 3aVy(=R(z) V R(y))
F=R(z)V R(z), 3zVy(=R(x) V R(y))
FVy(—R(z) V R(y)), Favy(=R(z) V R(y))
F JaVy(=R(x) vV R(y))

Rozwigzanie (b) Formute Va(R(f(x)) — R(z)) zastapiono ponizej znakiem &.

33



R(f*(x)) b R(f*(x)) R(f(z)) F R(f(x)
R(f*(x)) F R(f(2)), R(f2(x))  R(f*(x)), R(f(z)) F R(f(x))
R(f*(z))—R(f(z)), R(f*(z)) - R(f(x)) ZRQQF‘RCw
@, R(f*(x)) F R(f(x)) R(f ;C)%R(:v)
@ R<f2<sc>> R(z), R(f(x)) ®, R(f*(2)), R(z) F R(z)

R(
R(f(x))—R(x), R(f*(z)) F R()
®, R(f*(z)) F R(z)
®,VaR(f*(x)) - R(x)
® VzR(f?(z)) F VzR(z)
® - VaR(f?(z))—VaR(z)

139. Wykaza¢, ze nastepujace formuty nie maja dowodu w rachunku sekwentow:

(a) (p—q) — (¢ —p);
(b) p—=aq) = (p—r)—(g—71)).
140. Skonstruowaé w rachunku sekwentéw dowody formut
a) (-p — =q) = ((-p — q) = p);
b) =(p—=aq)A=lg—r1) = (p—r)

Rozwigzanie (a)

pkp qtq
pkp = -p,p ¢,~q bk
F-p,p gF-p,p ¢ —qkp

—p — gk —p,p —p— ¢, g p

-p— g, p—qbp
—|p—>—\q|—(—|p—>q)—>p
l—(—|p—>—|q)—>((—|p—>q)—>p)
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Rozwigzanie (b)

gt q
qFp—ryg
gbq.p—r
qgkEr,qp—r

Fq—rqp—T

pEq—rqp—r

pEqq—rp—r

Fp—qq—rp—rT

“p—qgFqg—rp—r

“(p—q),~(g—=r)Fp—r
“(p—q)~(p—=@N(g=r)Fp—r
=g Alg—=r)-p—gtp—r

“p—=gN=(g—=7),=(p—=AN-(¢g—=r)Fp—r

“p— ) A-(g—r)Ep—

=@ AN-(g—7r)—=(p—r)

Ostatnia zmiana 25 sierpnia 2005 o godzinie 12: 20.
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