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1 Drzewa wyszukiwan binarnych

W tym wyktadzie powracamy do problemoéw stownika i przynaleznosci, bedziemy jednak
pracowa¢ w innym modelu: poréwnaniowym. Oznacza to, ze informacje na temat kluczy
przechowywanych w stowniku mozemy czerpa¢ jedynie wykonujac operacje poréwnania
dwoch kluczy. Przypomnijmy, ze w takim modelu pesymistyczny czas wyszukiwania ele-
mentu w zbiorze n elementéw wynosi 2(logn).

Drzewa wyszukiwan binarnych (BST od Binary Search Trees) to drzewa binarne, ktore
w swoich wezlach przechowuja klucze i to w taki sposob, ze dla dowolnego wezta x klucze
weztow w lewym poddrzewie x sg mniejsze od klucza x, natomiast klucze weztow w prawym
poddrzewie = sa wieksze od klucza z. Taki porzadek kluczy nazywamy symetrycznym.
Zakladamy, ze przy wykonaniu dowolnej operacji dany jest wskaznik do korzenia drzewa.
Zaktadamy, ze przy wyszukiwaniu elementu w drzewie mozna korzysta¢ z nastepujacych
operacji (przyjmujemy, ze zajmuja one czas staly):

e przesuniecie wskaznika do lewego syna, prawego syna lub ojca wezta na ktory wska-
zuje aktualny wskaznik

e rotacja — tzn. zamiana wezta = z jego ojcem y oraz zamiana ich poddrzew tak,
zeby zachowa¢ porzadek symetryczny. Operacja rotacji wystepuje w dwoch odmia-
nach: lewa (gdy z jest lewym synem y) oraz prawa (gdy prawym). Na rysunku 1
przedstawiono lewa rotacje.

Rysunek 1: Lewa rotacja

Przy realizacji pozostaltych operacji (wstawianie, usuwanie, taczenie drzew) mozemy do-
datkowo korzystac¢ z operacji tworzenia nowego wezla i operacji zmiany lewego lub prawego
syna.

Jest jasne, ze czas wyszukiwania elementu jest proporcjonalny do dtugosci sciezki od ko-
rzenia drzewa do wezta przechowujacego ten element. Implikuje to, ze pesymistyczny czas
wyszukiwania elementu w dowolnym drzewie BST wynosi Q(logn), gdyz takie jest ogra-
niczenie dolne na dtugo$¢ najdtuzszej $ciezki w drzewie binarnym. Oczywiscie dla danego
(statycznego) zbioru kluczy tatwo zbudowaé drzewo BST, w ktorym wszystkie $ciezki beda
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dhugosci [log(n+1)]: jako korzen wstawiamy mediane zbioru, oraz rekurencyjnie tworzymy
lewe drzewo sposrod elementéw mniejszych od mediany i prawe z wiekszych. Takie drzewo
jest wywazone: dla dowolnego wielkosé¢ lewego i prawego poddrzewa rozni sie o nie wiecej
niz 1. Podobny efekt mo7na uzyska¢ nawet w sytuacji dynamicznej (gdy umozliwiamy
operacje wstawiania i usuwania elementow). Na przyklad drzewa AVL utrzymuja dla do-
wolnego wezta roznice wysokosci lewego i prawego poddrzewa nie wieksza niz 1. Mozna
pokaza¢, ze w takim drzewie najdtuzsza $ciezka ma dtugosé O(logn). W inny sposob idee
utrzymywania $ciezek dhugosci logarytmicznej realizuja drzewa czerwono-czarne (opisane
w ksiazce Cormen, Leiserson, Rivest ,\Wprowadzenie do algorytmow”). Obie te metody
wymagaja jednak przechowywnia w weztach drzewa dodatkowych informacji: wywazenia
drzewa dla drzew AVL (-1 gdy lewe drzewo gtebsze o 1 od prawego, 1 gdy odwrotnie, 0
gry réwne), lub kolor wezlta dla drzew czerwono-czarnych. Sa one rowniez dosy¢ skompli-
kowane w implemantacji. Za chwile poznamy inny rodzaj drzew BST, tzw. drzewa splay.
Sa one proste w implementacji, nie wymagaja przechowywania dodatkowych informacji, a
ztozonos¢ zamortyzowana standardowych operacji jest O(logn).

2 Opis drzew splay

Drzewa splay opisali w swojej stynnej ptacy Sleator i Tarjan [2|. Drzewa splay nie maja
zadnej specjalnej struktury (oprocz tego, 7e sa to drzewa BST), tzn. nie jest utrzymywany
zaden niezmiennik dotyczacy ich ksztattu etc. Drzewa splay modyfikowane sa jedynie
za pomoca operacji splay(z). Po wyszukaniu elementu (w standardowy sposob) zawsze
wykonywana jest operacja splay na tym elemencie. Jesli wyszukiwanie zakonczyto sie
niepowodzeniem wykonujemy splay na ostatnim odwiedzonym wezle. Widac, ze bez straty
og6lnosci mozemy w dalszym ciagu analizowa¢ co dzieje sie w sytaucji gdy mamy tylko
wyszukiwania zakoriczone sukcesem (tzw. operacje dostepu).

Operacja splay(x)
Operacja splay(x), gdzie x jest weztem drzewa polega na wykonywaniu, dopoki x nie jest
korzeniem, wykonuje nastepujacy krok:

(zyg:) Jesli p(z) ojciec wezta jest korzeniem, wykonaj pojedyricza rotacje (rysunek 1).

(zyg-zyg:) Jesli p(x) nie jest korzeniem oraz zarowno z jak i p(z) sa lewymi synami swoich ojcow
(lub obaj prawymi), wykonaj rotacje p(z) 7z ojcem p(z), a nastepnie rotacje x z p(x).
(Patrz rysunek 2).

(zyg-zak:) Jesli p(x) nie jest korzeniem oraz x jest lewym synem a p(z) prawym (lub vice-versa),
wykonaj rotacje x z p(x), a nastepnie rotacje  z nowym ojcem x. (Patrz rysunek 3).
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Rysunek 3: Przypadek zyg-zak

Lemat o dostepie

Widzimy, ze zlozono$é¢ czasowa operacji splay(x) jest taka sama jak zlozono$é¢ czasowa
wyszukania wezta x w drzewie. Cho¢ jedna operacja splay moze zaja¢ nawet czas liniowy
(np. gdy drzewo jest zdegenerowane do linii), okazuje sie ze zamortyzowany czas operacji
splay w ciggu Q(n) operacji jest logarytmiczny. Pokazemy teraz ta, a takze wiele innych
whasnosci drzew typu splay. Przyjmijmy, ze kazdy wezel @ ma przypisana wage w(x), ktora
okreslimy w zalezno$ci od potrzeb. Sume wag wszystkich wezléw bedziemy oznaczaé przez
W. Rozmiar s(x) wezta x zdefiniujmy jako sume wag wezlow w drzewie o korzeniu w .
Natomiast rzedem wezta x bedziemy nazywaé liczbe r(x) = logs(z). W naszej analizie
skorzystamy ze standardowej metody potencjatu (patrz Cormen), ktory okreslimy jako
sume rzedow wszystkich weztow drzewa.
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Przypomnijmy szybko metode potencjatu: koszt zamortyzowany operacji okreslamy

jako
a=t+9 -

gdzie t jest rzeczywistym czasem wykonania operacji, ® wartoscig potencjatlu po wykona-
niu operacji, a ® wartoscig potencjatu przed wykonaniem operacji. Intuicyjnie, potencjat
ptaci za dhugotrwale operacje. A czym ptlaci? Ano, jednostkami czasu odlozonymi nan
podczas krotkotrwatych operacji. Rzeczywisty czas wykonania ciggu m operacji wynosi
wtedy

m m m

Doti= (a4 =) =) a;+ B — Dy,

=1 =1 =1
gdzie a; i t; to zamortyzowany i rzeczywisty czas operacji j-tej, a ®; to potencjal po
operacji k-tej. Zauwazmy, 7e oznacza to, ze jesli &g — @, = O(3 7, a;) to caltkowity czas
rzeczywisty jest asymptotycznie taki sam jak suma czaséw zamortyzowanych. W naszym
przypadku, poniewaz w(z) < r(z) < logW, to &y — &,,, < > logW — > log, (z;) =
> log(W/w(z;)).
Lemat 1 (Lemat o dostepie). Zamortyzowany czas operacji splay(x) w drzewie o korzeniu
t wynosi co najwyzej 3(r(t) —r(z)) +1 = O(3log(s(t)/s(x))).

Dowdad. Policzmy zamortyzowany czas pojedynczego kroku operacji splay. Pokazemy, ze
w kroku typu ,zyg” wynosi on 1+ 3(r'(z) —r(x)), a w pozostatych krokach 3(r'(z) —r(z)).
Poniewaz ,zyg” wykona sie co najwyzej raz catkowity czas zamortyzowany dostaniemy taki
jak w lemacie (suma teleskopowa). Niech s,s',r,7’" oznaczaja funkcje rozmiaru i rzedu przed
i po wykonaniu kroku.

W przypadku ,zyg” czas zamortyzowany wynosi:

Ltr'(z) +7'(y) —r(z) —r(y)
< 1+7(z) — r(z) bo 7(y) > 7'(y)
< >

1430 (z) — r(x)) bo r'(z) > r(z).

W przypadku ,zyg-zyg” czas zamortyzowany wynosi:
247" (x)+1r'(y) +7'(2) —r(z) —r(y) —r(2)
247" (y)+r'(z) —r(x) —r(y) bo r'(z) =
241" (x)+1'(2) — 2r(x) bo r'(y) <

IA A

z) ir(y) = r(z).

Teraz wystarczy wykaza¢, ze 2+r'(x) +1'(2) —2r(x) < 3(r'(x) —r(z). To jest rownowazne
r(z) +r'(z) — 2r'(x) < —2 i dalej log(s(x)/s'(x)) + log(s'(2)/s'(x)) < =2, a to juz tatwo
widaé (jakie maksimum ma logz + log(1 — =) w przedziale [0, 1]

W przypadku ,zyg-zak” czas zamortyzowany wynosi:

D

247 (x)+1r'(y) +1r'(2) —r(z) —r(y) — r(2)
2+17"(y)+r'(z) — 2r(x) bo r'(z) =r
2+ (x) +1'(2) — 2r(x) bo r'(y) < 7'(z) i r(y) > r(x).

IA A
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Podobnie jak powyzej pokazujemy, ze ostatnie wyrazenie mozna oszacowaé przez 3(r'(z) —
r(z). O

Widaé, ze ztozonosé zamortyzowana ciggu operacji dostepu jest rowna ztozonosci za-
mortyzowanej ciagu odpowiednich operacji splay.

Twierdzenie 1 (o zréwnowazeniu). Catkowity czas m operacji dostepu w drzewie splay
jest O((m +n)logn).

Dowdd. Wystarczy dobraé¢ wagi. Jak? — Cwiczenie. U

3 Wlasnosci drzew splay

3.1 Statyczna optymalnosé

Zatozmy, ze dla danego ciggu dostepéw chcemy zbudowaé statyczne drzewo BST, zeby
zminimalizowa¢ catkowity czas wyszukiwania. Mozna to oczywiscie zrobi¢ przez progra-
mowanie dynamiczne, w czasie O(n3)  wystarczy dla wszystkich O(n?) przedzialow [i, j]
wyznaczy¢ optymalny korzen k € [i, j] (zakladamy dla uproszczenia ze w drzewie sa ele-
menty 1...n). Knuth |1] pokazal, Ze mozna to nawet zrobi¢ w czasie O(n?). Wskazowka:
optymalny korzen dla [i, j] jest pomiedzy korzeniem dla [i, j — 1] i korzeniem dla [i + 1, j].
Teraz mala powtorka z teorii informacji. Bezprefiksowy kod k-arny to funkcja ¢ : S —
{0,...,k — 1} taka, ze dla dowolnych s,p € S jesli s # p to ¢(s) nie jest prefiksem ¢(p).
Zbior S i rozktad prawdopodobienstwa p : S — [0,1], > _¢p(s) = 1 tworza Zrodlo.
Entropig zrodta (S, p) nazywamy liczbe:
Hi(S,p) = Y p(S) - log, L

seS p(8>

Oznaczamy zwykle H(S,p) = Hy(S,p). Dla danego kodu ¢ niech L(¢) bedzie $rednia
dtugoscig litery w kodzie, tzn. L(p) = > .o p(s)|¢(s)]. Jesli za pomocg kodu ¢ kodujemy
jakis tekst dtugosci m i jako p(z;) przyjmiemy f;/m, gdzie f; jest liczba wystapien litery
x; w tekscie, to zakodowany tekst bedzie mial m - L(¢) bitow (lub znakéw 0...k — 1 dla
k > 2). Jesli natomiast litery pojawiaja sie losowo z prawdopodobienistwem p, to L(¢) jest
oczekiwana $rednig dtugodcia litery.

Standardowe twierdzenie teorii informacji (Shannona?) mowi, ze L(¢) > Hy(S,p).

Jaki to ma zwiazek z drzewami BST? Powrdémy do problemu optymalnego (statycz-
nego) drzewa BST. Zauwazmy, ze drzewo BST mozemy traktowaé jak bezprefiksowy kod
tetrarny (3-arny): do kazdego wierzchotka wewnetrznego dodajemy nowego syna — li§¢, oraz
wszystkie klucze sa przechowywane w lisciach. Wtedy s$redni czas dostepu do elementu jest
rowny Sredniej dtugosci litery w odpowiadajacym kodzie.

Whiosek 1. Koszt obstugi ciggu m dostepow do zbioru kluczy S przez dowolne statyczne
drzewo BST jest ograniczony z dotu przez m - H(S,p)/log3, gdzie p(x) jest ilorazem liczby
wystapien elemementu x 4 liczby m.
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Twierdzenie 2 (o statycznej optymalnosci). Niech q(i) bedzie liczbg dostepow do elementu
i. (Zaktadamy, ze f(i) > 0 dla kazZdego i). Oznaczmy p(i) = q(i)/m. Catkowity czas m
operacji dostepu w drzewie splay jest O(my ;. p(i) log ﬁ)

Dowdd. Wystarczy dobra¢ wagi. Jak? — Cwiczenie. U

3.2 Inne wlasnosci

Zalozmy (bez straty ogolnosci), ze drzewo przechowuje elementy 1,... n. Niech 21, ..., 7,
bedzie ciggiem dostepow.

Twierdzenie 3 (o statycznym palcu). Dla dowolnego ustalonego elemenetu f catkowity
czas m operacji dostepu w drzewie splay jest O(nlogn + 2721 log |x; — f])-

1

= Cwiczenie: dokoncz dowod. O

Dowdd. Wystarczy dobra¢ wagi. Wezmy w(1)

Powyzsze twierdzenie oznacza, 7e (dla dostatecznie dlugiego ciagu dostepow) mozemy
wskazac¢ palcem dowolny element f i operacje dostepu do elementoéw bliskich f beda tanie.

Niech t¢;(y) bedzie liczba rozych elementow (wlacznie z y), ktore wystapily w ciagu
dostepow od elementu z; = y (lub od x; gdy nie bylo takiego z;), dla j < i takiego ze
£y dlaj<k<i.

Twierdzenie 4 (o zbiorze roboczym). Catkowity czas m operacji dostepu w drzewie splay
jest O(nlogn +m+ 377" logti(z;)).

Dowdadd. Wystarczy dobra¢ wagi. Ale teraz wagi beda sie zmienia¢ w czasie! W chwili ¢
wezmy w(y) = m Ponownie s(root) = O(1) (dlaczego?). Dostajemy koszt zamor-

tyzowany dostepu do z; rowny O(log tA(ODT(;)_Q) = O(logt;(x;)). Oczywiscie to ograniczenie

dostajemy przy zatozeniu, ze nowy potencjal jest liczony wedtug starych wag. Aby sie
dowiedzie¢ co by sie stato, gdybysmy liczyli wedtug nowych wag zat6zmy, ze po operacji
dostepu wykonywana jest operacja zmiany wag i policzmy jej koszt zamortyzowany. Po
wykonaniu operacji, t;(x;) zmienia sie na 1, a co za tym idzie w(z;) = 1 (czyli byc moze
ro$nie), natomiast wartosci ¢; pozostalych elementow rosna o 1, czyli ich wagi sie zmniej-
szaja. A wiec potencjal wzrasta o O(1), czyli ,prawdziwy” koszt zamortyzowany dostepu
jest O(1 + logt;(z;)). O

Powyzsze twierdzenie oznacza, ze jesli dostepy koncentruja sie w matym podzbiorze
catego zbioru kluczy, to czas zamortyzowany dostepu jest bardzo maly logarytmiczny
wzgledem wielko$ci podzbioru.

Twierdzenie 5 (o dynamicznym palcu). Zamortyzowany czas dostepu do elementu x;
wynosi w drzewie splay O(log(1 + |x; — x;i_1]))-

Dowdd powyzszego twierdzenia jest bardzo skomplikowany. Udowodnit je Cole w roku
2000.
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Hipoteza 1 (Traversal Conjecture). Jesli mamy dwa drzewa Ty i Ty o tych samych kluczach
oraz wykonujemy ciag dostepow do T ktory odpowiada przejsciu Ty w kolejnosci preorder
oraz Ty jest drzewem splay to cigg dostepow wykona sie w czasie O(n).

Hipoteza 2 (O dynamicznej optymalnosci). Niech OPT bedzie optymalnym kosztem wy-
konania ciggu dostepow w1, ..., 2, w drzewie BST (byé moze zmieniajgcym sie w czasie).
Wtedy drzewo splay wykona ten cigg dostepdw w czasie O(n + OPT).

Strukture danych, ktora wykona taki ciag dostepow w czasie O(n + aOPT') nazywamy
a-kompetytywna. Widaé, ze drzewa splay sa O(logn)-kompetytywne.

Cwiczenie: jakie implikacje zachodza miedzy udowodnionymi twierdzeniami?

Cwiczenie: jak za pomoca operacji splay wykonan nastepujace operacje:

e Join (Ty, Ty) 7zlaczenie dwoch drzew BST, zakladamy, ze dowolny klucz w T} jest
mniejszy niz dowolny klucz w T5.

e Split (T, ) podzial na dwa drzewa BST: zawierajace elementy > z i < .
e Insert (7, ) wiadomo.

e Delete (T, z) wiadomo.

3.3 Twierdzenie o skanowaniu

Pokazemy teraz szczegblny przypadek hipotezy o dynamicznej optymalnodci: twierdzenie
o skanowaniu. Zobaczymy, ze nawet tak szczegolny przypadek jest nietrywialny. Jest to
rezultat Tarjana [3] z 1985 roku.

Twierdzenie 6 (o skanowaniu). Operacji dostepu wykonywane na kolejnych elementach
zbioru n kluczy zagmujq w drzewie splay czas O(n).

Dowaod. Bez straty ogolnosci przyjmujemy, ze ciagg dostepow do kluczy to 1,2,3,...,n. Na
rysunku 4 pokazano efekt operacja splay przy dostepie do elementu ¢. Widzimy, ze skrajnie
lewa $ciezka o poczatku w korzeniu zawsze zawiera elementy, do ktorych wykonywany byt
juz dostep. Ta $ciezke bedziemy ignorowaé. Po ¢ — 1 dostepach, element ¢ jest na koricu
skrajnie lewej Sciezki o poczatku w prawym synu korzenia. Ta Sciezke bedziemy nazywacé
Sciezkq dostepu. Operacje splay do ostatniego wezta na Sciezce dostepu bedziemy okresla¢
jako p-splay (dla naszego ciagu dostepow wykonywane sa tylko takie operacje splay).

Powiemy, ze klucz a jest prawym przodkiem b jesli a jest przodkiem b w drzewie oraz
a > b. Oznaczmy przez A(z) zbior prawych przodkow z. Przez [(x) bedziemy oznaczaé¢
liczbe prawych przodkéw z na Sciezce dostepu.

Fakt 1. Koszt operacji p-splay w wezle x jest < |A(z)]

Fakt 2. Po operacji p-splay w wezle x, dla dowolnego y > x mamy |A'(y)| < |A(y)| —
[l(y)/2] + 1 oraz U'(y) < |l(y)/2] Dowdd: Przypadki: x = x9;, © = x9;_1, © € Ag,
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k nieparzyste

Rysunek 4: Operacja splay przy dostepie do elementu ¢

X e Agifl.

Idea dowodu jest nastepujaca. Dowodzimy metoda ksiegowania. Poczatkowo, kazdy
wezel drzewa ma pewng liczbe kredytow (ograniczong przez staly). Tymi kredytami be-
dziemy ptaci¢ za wykonanie operacji p-splay (1 kredyt ptaci za 1 rotacje). Jesli pokazemy,
ze 7 kazdego wierzchotka nie wezmiemy wiecej kredytow niz mu przydzieliliémy, da to
liniowa catkowita liczbe rotacji.

Ktore wezty beda ptaci¢ za operacje splay? Beda to wezly usuniete ze $ciezki dostepu.
Musimy by¢ jednak ostrozni, poniewaz wezel moze dowolnie wiele razy wraca¢ na Scezke
dostepu (i mogtoby mu zabraknaé¢ kredytow). Dlatego ptaci¢ beda tylko niektore wezty ze
Sciezki dostepu. Powiemy, 7e wezel = jest gleboki, gdy |A(x)| > 16. Pozostate wezly sa
ptytkie. Mozemy zatozy¢, ze wsrod weztow usuwanych ze Sciezki dostepu co najmniej 1 jest
gteboki, bo inaczej §ciezka dostepu ma dlugosé O(1) i koszt operacji p-splay jest staly (nie
bierzemy zadnych kredytow). Z faktu 2 wnioskujemy, ze |A(z)| nie maleje, a wiec podczas
dowolny wezel w swoim zyciu co najwyzej raz zmienia swoj status z glebokiego na ptytki.
Pokazemy, 7e podczas operacji p-splay pewna stata frakcja glebokich weztow na Sciezce
dostepu jest 7z niej usuwana i powraca w przysztosci jako wezlty ptytkie. Te wezty zaptaca
za ta operacje p-splay.

Rozwazmy pojedyncza operacje p-splay. Wierzchotki usuniete ze Sciezki dostepu sa
prawymi synami kolejnych wezléw na nowej Sciezce dostepu. Oznaczmy je yq,...,y;.
(Patrz rys. 5. Niech f(y;) bedzie wartoscia [A(y;)| w chwili, gdy y; powrdci na Sciezke
dostepu. Niech F(j) bedzie najmniejsza liczba taka ze > 7, f(y;) < F(j). Niech G(j) =
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Rysunek 5: Efekt operacji p-splay na weztach Sciezki dostepu x; i ich prawych synach y;
(przypadek parzysty)

maxi<;<; F(7). (G(j) definiujemy tak tylko po to, zeby mie¢ funkcje niemalejaca).

Fakt 3. Dla j > 3 mamy G(j) < 2G(j/2] + 1) +5(]j/2] + 1)

Dowdd: Spojrzmy na rysunek 5. Widzimy, ze prawie wszystkie wezly y; paruja sie: y; 4 i
y; sa synami (lewym, prawym) wezla z;. Pozostana jego synami co najmniej do momentu
gdy x; powr6ci na Sciezke dostepu. W tym samym momencie powroci tez y; ;. Stad
f(yi1) = f(x;) + 1. Zauwazmy, ze co najmniej 2 operacje p-splay pojawia si¢, zanim y;
powrdci na $ciezke dostepu (p-splay na y; 1 lub jego potomku oraz p-splay na z;). Stad, i
z faktu 2 (uzytego dwukrotnie) f(y;) < f(x;)/4 4+ 3. Razem dostajemy f(yi—1) + f(yi) <
3 f(x;) + 4. Dzieki temu mozemy oszacowaé Y. f(y;) przez sume f(z;) po tych z;, ktore po
operacji p-splay staja sie prawymi synami weztéw na $ciezce dostepu, a to da nam zaleznosé
rekurencyjna. Pozostaje jeszcze rozwazy¢ wierzchotki y;, ktore nie zostaty sparowane, czyli
y11 (tylko w przypadku parzystym) y;. Z Faktu 2 f(y;) < |j/2]+1, natomiast w przypadku
parzystym y; pozostaje prawym synem korzenia, czyli f(y;) = 0.

Niech 21, ..., 2z, beda tymi sposrod weztow xy,..., x;, ktore po operacji p-splay zostaty
prawymi synami wezléw na $ciezce dostepu. Mamy ¢ < |j/2| + 1. Dostajemy:

D7) < 1/2)+1+ 3G +4) < S6(1/2)+ 1) +5(13/2) + 1),

Stad
G(l3/2] + 1) +5(L3/2] + 1).
(Koniec dowodu faktu 3).

Widzimy, ze G(j) jest liniowa. Latwo dostaé¢ przez indukcje ograczenie G(j) < 85: Dla
j=1mamy G(j) =0,adlaj=2mamy G(j) <0+ 1=1, a krok indukcyjny z Faktu 3.
Teraz policzmy, ile sposrod weztow vy, ..., y; wraca na Sciezke dostepu jako wezty gle-
bokie. Oznaczmy szukang liczbe przez Deep. Przypomnijmy, ze jesli wezel x wraca jako



Fukasz Kowalik, Zaawansowane Struktury Danych 2006: Drzewa splay 10

gteboki, to f(z) > 16. Stad Zgzl f(y;) > 16Deep. Z drugiej strony Zzzl flyi) <G(@) <
87 < 8(|k/2] + 1) < 4k + 8. To razem implikuje Deep < £ + 1.

Teraz policzmy, ile sposrod glebokich weztow na Sciezce dostepu, ktore zostaja usuniete
ze §ciezki, powraca jako wezly ptytkie. Wezlow gtebokich na $ciezce jest k—16. Usuwanych
ze $ciezki jest > % — 1. Sposrod nich powraca jako wezty plytkie > % — 1 — Deep
weztow, czyli co najmniej %— 10. A wiec kazdemu wezlowi wystarczy przydzielié 4 kredyty.
Podczas operacji p-splay, wezty glebokie usuwane ze $ciezki dostepu, ktore powroca jako
plytkie oddaja swoje kredyty, ktorych wystarcza na optacenie £ — 40 operacji typu splay.
Dostajemy czas zamortyzowany operacji p-splay co najwyzej 44 rotacje. [

Uwaga: W oryginalnej pracy Tarjana stata zamiast 44 wynosi 9.8 (dowdd jest analo-
giczny). W 2003 roku ukazala sie praca Amr Elmasry’ego zawierajaca dowod ze stala 4.5
(nie jest istotnie prostszy od powyzszego).
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