
�ukasz Kowalik, Zaawansowane Struktury Danyh 2006: Drzewa splay 11 Drzewa wyszukiwa« binarnyhW tym wykªadzie powraamy do problemów sªownika i przynale»no±i, b�dziemy jednakpraowa¢ w innym modelu: porównaniowym. Oznaza to, »e informaje na temat kluzyprzehowywanyh w sªowniku mo»emy zerpa¢ jedynie wykonuj¡ operaj� porównaniadwóh kluzy. Przypomnijmy, »e w takim modelu pesymistyzny zas wyszukiwania ele-mentu w zbiorze n elementów wynosi Ω(log n).Drzewa wyszukiwa« binarnyh (BST od Binary Searh Trees) to drzewa binarne, którew swoih w�zªah przehowuj¡ kluze i to w taki sposób, »e dla dowolnego w�zªa x kluzew�zªów w lewym poddrzewie x s¡ mniejsze od kluza x, natomiast kluze w�zªów w prawympoddrzewie x s¡ wi�ksze od kluza x. Taki porz¡dek kluzy nazywamy symetryznym.Zakªadamy, »e przy wykonaniu dowolnej operaji dany jest wska¹nik do korzenia drzewa.Zakªadamy, »e przy wyszukiwaniu elementu w drzewie mo»na korzysta¢ z nast�puj¡yhoperaji (przyjmujemy, »e zajmuj¡ one zas staªy):
• przesuni�ie wska¹nika do lewego syna, prawego syna lub oja w�zªa na który wska-zuje aktualny wska¹nik
• rotaja � tzn. zamiana w�zªa x z jego ojem y oraz zamiana ih poddrzew tak,»eby zahowa¢ porz¡dek symetryzny. Operaja rotaji wyst�puje w dwóh odmia-nah: lewa (gdy x jest lewym synem y) oraz prawa (gdy prawym). Na rysunku 1przedstawiono lew¡ rotaj�.
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Rysunek 1: Lewa rotajaPrzy realizaji pozostaªyh operaji (wstawianie, usuwanie, ª¡zenie drzew) mo»emy do-datkowo korzysta¢ z operaji tworzenia nowego w�zªa i operaji zmiany lewego lub prawegosyna.Jest jasne, »e zas wyszukiwania elementu jest proporjonalny do dªugo±i ±ie»ki od ko-rzenia drzewa do w�zªa przehowuj¡ego ten element. Implikuje to, »e pesymistyzny zaswyszukiwania elementu w dowolnym drzewie BST wynosi Ω(log n), gdy» takie jest ogra-nizenie dolne na dªugo±¢ najdªu»szej ±ie»ki w drzewie binarnym. Ozywi±ie dla danego(statyznego) zbioru kluzy ªatwo zbudowa¢ drzewo BST, w którym wszystkie ±ie»ki b�d¡



�ukasz Kowalik, Zaawansowane Struktury Danyh 2006: Drzewa splay 2dªugo±i ⌈log(n+1)⌉: jako korze« wstawiamy median� zbioru, oraz rekurenyjnie tworzymylewe drzewo spo±ród elementów mniejszyh od mediany i prawe z wi�kszyh. Takie drzewojest wywa»one: dla dowolnego wielko±¢ lewego i prawego poddrzewa ró»ni si� o nie wi�ejni» 1. Podobny efekt mo»na uzyska¢ nawet w sytuaji dynamiznej (gdy umo»liwiamyoperaje wstawiania i usuwania elementów). Na przykªad drzewa AVL utrzymuj¡ dla do-wolnego w�zªa ró»ni� wysoko±i lewego i prawego poddrzewa nie wi�ksz¡ ni» 1. Mo»napokaza¢, »e w takim drzewie najdªu»sza ±ie»ka ma dªugo±¢ O(log n). W inny sposób ide�utrzymywania ±ie»ek dªugo±i logarytmiznej realizuj¡ drzewa zerwono-zarne (opisanew ksi¡»e Cormen, Leiserson, Rivest �Wprowadzenie do algorytmów�). Obie te metodywymagaj¡ jednak przehowywnia w w�zªah drzewa dodatkowyh informaji: wywa»eniadrzewa dla drzew AVL (-1 gdy lewe drzewo gª�bsze o 1 od prawego, 1 gdy odwrotnie, 0gry równe), lub kolor w�zªa dla drzew zerwono-zarnyh. S¡ one równie» dosy¢ skompli-kowane w implemantaji. Za hwil� poznamy inny rodzaj drzew BST, tzw. drzewa splay.S¡ one proste w implementaji, nie wymagaj¡ przehowywania dodatkowyh informaji, azªo»ono±¢ zamortyzowana standardowyh operaji jest O(log n).2 Opis drzew splayDrzewa splay opisali w swojej sªynnej pªay Sleator i Tarjan [2℄. Drzewa splay nie maj¡»adnej spejalnej struktury (opróz tego, »e s¡ to drzewa BST), tzn. nie jest utrzymywany»aden niezmiennik dotyz¡y ih ksztaªtu et. Drzewa splay mody�kowane s¡ jedynieza pomo¡ operaji splay(x). Po wyszukaniu elementu (w standardowy sposób) zawszewykonywana jest operaja splay na tym elemenie. Je±li wyszukiwanie zako«zyªo si�niepowodzeniem wykonujemy splay na ostatnim odwiedzonym w�¹le. Wida¢, »e bez stratyogólno±i mo»emy w dalszym iagu analizowa¢ o dzieje si� w sytauji gdy mamy tylkowyszukiwania zako«zone sukesem (tzw. operaje dost�pu).Operaja splay(x)Operaja splay(x), gdzie x jest w�zªem drzewa polega na wykonywaniu, dopóki x nie jestkorzeniem, wykonuje nast�puj¡y krok:(zyg:) Je±li p(x) � ojie w�zªa x � jest korzeniem, wykonaj pojedy«z¡ rotaj� (rysunek 1).(zyg-zyg:) Je±li p(x) nie jest korzeniem oraz zarówno x jak i p(x) s¡ lewymi synami swoih ojów(lub obaj prawymi), wykonaj rotaj� p(x) z ojem p(x), a nast�pnie rotaj� x z p(x).(Patrz rysunek 2).(zyg-zak:) Je±li p(x) nie jest korzeniem oraz x jest lewym synem a p(x) prawym (lub vie-versa),wykonaj rotaj� x z p(x), a nast�pnie rotaj� x z nowym ojem x. (Patrz rysunek 3).
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Rysunek 2: Przypadek zyg-zyg
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Rysunek 3: Przypadek zyg-zakLemat o dost�pieWidzimy, »e zªo»ono±¢ zasowa operaji splay(x) jest taka sama jak zªo»ono±¢ zasowawyszukania w�zªa x w drzewie. Cho¢ jedna operaja splay mo»e zaj¡¢ nawet zas liniowy(np. gdy drzewo jest zdegenerowane do linii), okazuje si� »e zamortyzowany zas operajisplay w i¡gu Ω(n) operaji jest logarytmizny. Poka»emy teraz t¡, a tak»e wiele innyhwªasno±i drzew typu splay. Przyjmijmy, »e ka»dy w�zeª x ma przypisan¡ wag� w(x), któr¡okre±limy w zale»no±i od potrzeb. Sum� wag wszystkih w�zªów b�dziemy oznaza¢ przez
W . Rozmiar s(x) w�zªa x zde�niujmy jako sum� wag w�zªów w drzewie o korzeniu w x.Natomiast rz�dem w�zªa x b�dziemy nazywa¢ lizb� r(x) = log s(x). W naszej analizieskorzystamy ze standardowej metody potenjaªu (patrz Cormen), który okre±limy jakosum� rz�dów wszystkih w�zªów drzewa.



�ukasz Kowalik, Zaawansowane Struktury Danyh 2006: Drzewa splay 4Przypomnijmy szybko metod� potenjaªu: koszt zamortyzowany operaji okre±lamyjako
a = t + Φ′ − Φgdzie t jest rzezywistym zasem wykonania operaji, Φ′ warto±i¡ potenjaªu po wykona-niu operaji, a Φ warto±i¡ potenjaªu przed wykonaniem operaji. Intuiyjnie, potenjaªpªai za dªugotrwaªe operaje. A zym pªai? Ano, jednostkami zasu odªo»onymi na«podzas krótkotrwaªyh operaji. Rzezywisty zas wykonania i¡gu m operaji wynosiwtedy

m∑

j=1

tj =
m∑

j=1

(aj + Φj−1 − Φj) =
m∑

j=1

aj + Φ0 − Φm,gdzie aj i tj to zamortyzowany i rzezywisty zas operaji j-tej, a Φk to potenjaª pooperaji k-tej. Zauwa»my, »e oznaza to, »e je±li Φ0 − Φm = O(
∑m

j=1 aj) to aªkowity zasrzezywisty jest asymptotyznie taki sam jak suma zasów zamortyzowanyh. W naszymprzypadku, poniewa» w(x) ≤ r(x) ≤ log W , to Φ0 − Φm ≤
∑

log W −
∑

logw(xi) =∑
log(W/w(xi)).Lemat 1 (Lemat o dost�pie). Zamortyzowany zas operaji splay(x) w drzewie o korzeniu

t wynosi o najwy»ej 3(r(t) − r(x)) + 1 = O(3 log(s(t)/s(x))).Dowód. Polizmy zamortyzowany zas pojedynzego kroku operaji splay. Poka»emy, »ew kroku typu �zyg� wynosi on 1+3(r′(x)− r(x)), a w pozostaªyh krokah 3(r′(x)− r(x)).Poniewa» �zyg� wykona si� o najwy»ej raz aªkowity zas zamortyzowany dostaniemy takijak w lemaie (suma teleskopowa). Nieh s,s′,r,r′ oznazaj¡ funkje rozmiaru i rz�du przedi po wykonaniu kroku.W przypadku �zyg� zas zamortyzowany wynosi:
1 + r′(x) + r′(y) − r(x) − r(y)

≤ 1 + r′(x) − r(x) bo r(y) ≥ r′(y)

≤ 1 + 3(r′(x) − r(x)) bo r′(x) ≥ r(x).W przypadku �zyg-zyg� zas zamortyzowany wynosi:
2 + r′(x) + r′(y) + r′(z) − r(x) − r(y) − r(z)

≤ 2 + r′(y) + r′(z) − r(x) − r(y) bo r′(x) = r(z)

≤ 2 + r′(x) + r′(z) − 2r(x) bo r′(y) ≤ r′(x) i r(y) ≥ r(x).Teraz wystarzy wykaza¢, »e 2+ r′(x)+ r′(z)−2r(x) ≤ 3(r′(x)− r(x). To jest równowa»ne
r(x) + r′(z) − 2r′(x) ≤ −2 i dalej log(s(x)/s′(x)) + log(s′(z)/s′(x)) ≤ −2, a to ju» ªatwowida¢ (jakie maksimum ma log x + log(1 − x) w przedziale [0, 1]?).W przypadku �zyg-zak� zas zamortyzowany wynosi:

2 + r′(x) + r′(y) + r′(z) − r(x) − r(y) − r(z)

≤ 2 + r′(y) + r′(z) − 2r(x) bo r′(x) = r(z)

≤ 2 + r′(x) + r′(z) − 2r(x) bo r′(y) ≤ r′(x) i r(y) ≥ r(x).



�ukasz Kowalik, Zaawansowane Struktury Danyh 2006: Drzewa splay 5Podobnie jak powy»ej pokazujemy, »e ostatnie wyra»enie mo»na oszaowa¢ przez 3(r′(x)−
r(x).Wida¢, »e zªo»ono±¢ zamortyzowana i¡gu operaji dost�pu jest równa zªo»ono±i za-mortyzowanej iagu odpowiednih operaji splay.Twierdzenie 1 (o zrównowa»eniu). Caªkowity zas m operaji dost�pu w drzewie splayjest O((m + n) log n).Dowód. Wystarzy dobra¢ wagi. Jak? � �wizenie.3 Wªasno±i drzew splay3.1 Statyzna optymalno±¢Zaªó»my, »e dla danego i¡gu dost�pów hemy zbudowa¢ statyzne drzewo BST, »ebyzminimalizowa¢ aªkowity zas wyszukiwania. Mo»na to ozywi±ie zrobi¢ przez progra-mowanie dynamizne, w zasie O(n3) � wystarzy dla wszystkih O(n2) przedziaªów [i, j]wyznazy¢ optymalny korze« k ∈ [i, j] (zakªadamy dla uproszzenia »e w drzewie s¡ ele-menty 1 . . . n). Knuth [1℄ pokazaª, »e mo»na to nawet zrobi¢ w zasie O(n2). Wskazówka:optymalny korze« dla [i, j] jest pomi�dzy korzeniem dla [i, j − 1] i korzeniem dla [i + 1, j].Teraz maªa powtórka z teorii informaji. Bezpre�ksowy kod k-arny to funkja φ : S →
{0, . . . , k − 1} taka, »e dla dowolnyh s, p ∈ S je±li s 6= p to φ(s) nie jest pre�ksem φ(p).Zbiór S i rozkªad prawdopodobie«stwa p : S → [0, 1], ∑

s∈S p(s) = 1 tworz¡ ¹ródªo.Entropi¡ ¹ródªa (S, p) nazywamy lizb�:
Hk(S, p) =

∑

s∈S

p(S) · logk

1

p(s)
.Oznazamy zwykle H(S, p) = H2(S, p). Dla danego kodu φ nieh L(φ) b�dzie ±redni¡dªugo±i¡ litery w kodzie, tzn. L(φ) =

∑
s∈S p(s)|φ(s)|. Je±li za pomo¡ kodu φ kodujemyjaki± tekst dªugo±i m i jako p(xi) przyjmiemy fi/m, gdzie fi jest lizb¡ wyst¡pie« litery

xi w tek±ie, to zakodowany tekst b�dzie miaª m · L(φ) bitów (lub znaków 0 . . . k − 1 dla
k > 2). Je±li natomiast litery pojawiaj¡ si� losowo z prawdopodobie«stwem p, to L(φ) jestozekiwan¡ ±redni¡ dªugo±i¡ litery.Standardowe twierdzenie teorii informaji (Shannona?) mówi, »e L(φ) ≥ Hk(S, p).Jaki to ma zwi¡zek z drzewami BST? Powró¢my do problemu optymalnego (statyz-nego) drzewa BST. Zauwa»my, »e drzewo BST mo»emy traktowa¢ jak bezpre�ksowy kodtetrarny (3-arny): do ka»dego wierzhoªka wewn�trznego dodajemy nowego syna � li±¢, orazwszystkie kluze s¡ przehowywane w li±iah. Wtedy ±redni zas dost�pu do elementu jestrówny ±redniej dªugo±i litery w odpowiadaj¡ym kodzie.Wniosek 1. Koszt obsªugi i¡gu m dost�pów do zbioru kluzy S przez dowolne statyznedrzewo BST jest ogranizony z doªu przez m ·H(S, p)/ log 3, gdzie p(x) jest ilorazem lizbywyst¡pie« elemementu x i lizby m.



�ukasz Kowalik, Zaawansowane Struktury Danyh 2006: Drzewa splay 6Twierdzenie 2 (o statyznej optymalno±i). Nieh q(i) b�dzie lizb¡ dost�pów do elementu
i. (Zakªadamy, »e f(i) > 0 dla ka»dego i). Oznazmy p(i) = q(i)/m. Caªkowity zas moperaji dost�pu w drzewie splay jest O(m

∑n

i=1 p(i) log 1
p(i)

).Dowód. Wystarzy dobra¢ wagi. Jak? � �wizenie.3.2 Inne wªasno±iZaªó»my (bez straty ogólno±i), »e drzewo przehowuje elementy 1, . . . , n. Nieh x1, . . . , xmb�dzie i¡giem dost�pów.Twierdzenie 3 (o statyznym palu). Dla dowolnego ustalonego elemenetu f aªkowityzas m operaji dost�pu w drzewie splay jest O(n log n +
∑m

j=1 log |xj − f |).Dowód. Wystarzy dobra¢ wagi. We¹my w(i) = 1
(i−f)2

. �wizenie: doko«z dowód.Powy»sze twierdzenie oznaza, »e (dla dostateznie dªugiego i¡gu dost�pów) mo»emywskaza¢ palem dowolny element f i operaje dost�pu do elementów bliskih f b�d¡ tanie.Nieh ti(y) b�dzie lizb¡ ró»yh elementów (wª¡znie z y), które wyst¡piªy w i¡gudost�pów od elementu xj = y (lub od x1 gdy nie byªo takiego xj), dla j < i takiego »e
xk 6= y dla j < k < i.Twierdzenie 4 (o zbiorze robozym). Caªkowity zas m operaji dost�pu w drzewie splayjest O(n logn + m +

∑m

j=1 log ti(xi)).Dowód. Wystarzy dobra¢ wagi. Ale teraz wagi b�d¡ si� zmienia¢ w zasie! W hwili iwe¹my w(y) = 1
(ti(y))2

. Ponownie s(root) = O(1) (dlazego?). Dostajemy koszt zamor-tyzowany dost�pu do xi równy O(log O(1)
ti(xi)−2 ) = O(log ti(xi)). Ozywi±ie to ogranizeniedostajemy przy zaªo»eniu, »e nowy potenjaª jest lizony wedªug staryh wag. Aby si�dowiedzie¢ o by si� staªo, gdyby±my lizyli wedªug nowyh wag zaªó»my, »e po operajidost�pu wykonywana jest operaja zmiany wag i polizmy jej koszt zamortyzowany. Powykonaniu operaji, ti(xi) zmienia si� na 1, a o za tym idzie w(xi) = 1 (zyli by mo»ero±nie), natomiast warto±i ti pozostaªyh elementów rosn¡ o 1, zyli ih wagi si� zmniej-szaj¡. A wi� potenjaª wzrasta o O(1), zyli �prawdziwy� koszt zamortyzowany dost�pujest O(1 + log ti(xi)).Powy»sze twierdzenie oznaza, »e je±li dost�py konentruj¡ si� w maªym podzbiorzeaªego zbioru kluzy, to zas zamortyzowany dost�pu jest bardzo maªy � logarytmiznywzgl�dem wielko±i podzbioru.Twierdzenie 5 (o dynamiznym palu). Zamortyzowany zas dost�pu do elementu xiwynosi w drzewie splay O(log(1 + |xi − xi−1|)).Dowód powy»szego twierdzenia jest bardzo skomplikowany. Udowodniª je Cole w roku2000.



�ukasz Kowalik, Zaawansowane Struktury Danyh 2006: Drzewa splay 7Hipoteza 1 (Traversal Conjeture). Je±li mamy dwa drzewa T1 i T2 o tyh samyh kluzahoraz wykonujemy iag dost�pów do T1 który odpowiada przej±iu T2 w kolejno±i preorderoraz T1 jest drzewem splay to i¡g dost�pów wykona si� w zasie O(n).Hipoteza 2 (O dynamiznej optymalno±i). Nieh OPT b�dzie optymalnym kosztem wy-konania i¡gu dost�pów x1, . . . , xm w drzewie BST (by¢ mo»e zmieniaj¡ym si� w zasie).Wtedy drzewo splay wykona ten i¡g dost�pów w zasie O(n + OPT ).Struktur� danyh, która wykona taki i¡g dost�pów w zasie O(n+αOPT ) nazywamy
α-kompetytywn¡. Wida¢, »e drzewa splay s¡ O(log n)-kompetytywne.�wizenie: jakie implikaje zahodz¡ mi�dzy udowodnionymi twierdzeniami?�wizenie: jak za pomo¡ operaji splay wykona« nast�puj¡e operaje:

• Join (T1, T2) � zª¡zenie dwóh drzew BST, zakªadamy, »e dowolny kluz w T1 jestmniejszy ni» dowolny kluz w T2.
• Split (T , x) � podziaª na dwa drzewa BST: zawieraj¡e elementy > x i ≤ x.
• Insert (T , x) � wiadomo.
• Delete (T , x) � wiadomo.3.3 Twierdzenie o skanowaniuPoka»emy teraz szzególny przypadek hipotezy o dynamiznej optymalno±i: twierdzenieo skanowaniu. Zobazymy, »e nawet tak szzególny przypadek jest nietrywialny. Jest torezultat Tarjana [3℄ z 1985 roku.Twierdzenie 6 (o skanowaniu). Operaji dost�pu wykonywane na kolejnyh elementahzbioru n kluzy zajmuj¡ w drzewie splay zas O(n).Dowód. Bez straty ogólno±i przyjmujemy, »e i¡g dost�pów do kluzy to 1, 2, 3, . . . , n. Narysunku 4 pokazano efekt operaja splay przy dost�pie do elementu i. Widzimy, »e skrajnielewa ±ie»ka o poz¡tku w korzeniu zawsze zawiera elementy, do któryh wykonywany byªju» dost�p. T¡ ±ie»k� b�dziemy ignorowa¢. Po i − 1 dostepah, element i jest na ko«uskrajnie lewej ±ie»ki o poz¡tku w prawym synu korzenia. T¡ ±ie»k� b�dziemy nazywa¢±ie»k¡ dost�pu. Operaj� splay do ostatniego w�zªa na ±ie»e dost�pu b�dziemy okre±la¢jako p-splay (dla naszego i¡gu dost�pów wykonywane s¡ tylko takie operaje splay).Powiemy, »e kluz a jest prawym przodkiem b je±li a jest przodkiem b w drzewie oraz

a > b. Oznazmy przez A(x) zbiór prawyh przodków x. Przez l(x) b�dziemy oznaza¢lizb� prawyh przodków x na ±ie»e dost�pu.Fakt 1. Koszt operaji p-splay w w�¹le x jest ≤ |A(x)|Fakt 2. Po operaji p-splay w w�¹le x, dla dowolnego y > x mamy |A′(y)| ≤ |A(y)| −
⌈l(y)/2⌉ + 1 oraz l′(y) ≤ ⌊l(y)/2⌋ Dowód: Przypadki: x = x2i, x = x2i−1, x ∈ A2i,
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Rysunek 4: Operaja splay przy dost�pie do elementu i

x ∈ A2i−1.Idea dowodu jest nast�puj¡a. Dowodzimy metod¡ ksi�gowania. Poz¡tkowo, ka»dyw�zeª drzewa ma pewn¡ lizb� kredytów (ogranizon¡ przez staª¡). Tymi kredytami b�-dziemy pªai¢ za wykonanie operaji p-splay (1 kredyt pªai za 1 rotaj�). Je±li poka»emy,»e z ka»dego wierzhoªka nie we¹miemy wi�ej kredytów ni» mu przydzielili±my, da toliniow¡ aªkowit¡ lizb� rotaji.Które w�zªy b�d¡ pªai¢ za operaj� splay? B�d¡ to w�zªy usuni�te ze ±ie»ki dost�pu.Musimy by¢ jednak ostro»ni, poniewa» w�zeª mo»e dowolnie wiele razy wraa¢ na ±e»k�dost�pu (i mogªoby mu zabrakn¡¢ kredytów). Dlatego pªai¢ b�d¡ tylko niektóre w�zªy ze±ie»ki dost�pu. Powiemy, »e w�zeª x jest gª�boki, gdy |A(x)| ≥ 16. Pozostaªe w�zªy s¡pªytkie. Mo»emy zaªo»y¢, »e w±ród w�zªów usuwanyh ze ±ie»ki dostepu o najmniej 1 jestgª�boki, bo inazej ±ie»ka dost�pu ma dªugo±¢ O(1) i koszt operaji p-splay jest staªy (niebierzemy »adnyh kredytów). Z faktu 2 wnioskujemy, »e |A(x)| nie maleje, a wi� podzasdowolny w�zeª w swoim »yiu o najwy»ej raz zmienia swój status z gª�bokiego na pªytki.Poka»emy, »e podzas operaji p-splay pewna staªa frakja gª�bokih w�zªów na ±ie»edost�pu jest z niej usuwana i powraa w przyszªo±i jako w�zªy pªytkie. Te w�zªy zapªa¡za t¡ operaj� p-splay.Rozwa»my pojedynz¡ operaj� p-splay. Wierzhoªki usuni�te ze ±ie»ki dost�pu s¡prawymi synami kolejnyh w�zªów na nowej ±ie»e dost�pu. Oznazmy je y1, . . . , yj.(Patrz rys. 5. Nieh f(yi) b�dzie warto±i¡ |A(yi)| w hwili, gdy yi powrói na ±ie»k�dost�pu. Nieh F (j) b�dzie najmniejsz¡ lizb¡ tak¡ »e ∑j

i=1 f(yi) ≤ F (j). Nieh G(j) =
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Rysunek 5: Efekt operaji p-splay na w�zªah ±ie»ki dost�pu xi i ih prawyh synah yi(przypadek parzysty)
max1≤i≤j F (i). (G(j) de�niujemy tak tylko po to, »eby mie¢ funkj� niemalej¡¡).Fakt 3. Dla j ≥ 3 mamy G(j) ≤ 5

4
G(⌊j/2⌋ + 1) + 5(⌊j/2⌋ + 1)Dowód: Spójrzmy na rysunek 5. Widzimy, »e prawie wszystkie w�zªy yi paruj¡ si�: yi−1 i

yi s¡ synami (lewym, prawym) w�zªa xi. Pozostan¡ jego synami o najmniej do momentugdy xi powrói na ±ie»k� dost�pu. W tym samym momenie powrói te» yi−1. St¡d
f(yi−1) = f(xi) + 1. Zauwa»my, »e o najmniej 2 operaje p-splay pojawi¡ si�, zanim yipowrói na ±ie»k� dost�pu (p-splay na yi−1 lub jego potomku oraz p-splay na xi). St¡d, iz faktu 2 (u»ytego dwukrotnie) f(yi) ≤ f(xi)/4 + 3. Razem dostajemy f(yi−1) + f(yi) ≤
5
4
f(xi) + 4. Dzi�ki temu mo»emy oszaowa¢ ∑

f(yi) przez sum� f(xl) po tyh xl, które pooperaji p-splay staj¡ si� prawymi synami w�zªów na ±ie»e dost�pu, a to da nam zale»no±¢rekurenyjn¡. Pozostaje jeszze rozwa»y¢ wierzhoªki yi, które nie zostaªy sparowane, zyli
y1 i (tylko w przypadku parzystym) yj . Z Faktu 2 f(y1) ≤ ⌊j/2⌋+1, natomiast w przypadkuparzystym y1 pozostaje prawym synem korzenia, zyli f(y1) = 0.Nieh z1, . . . , zq b�d¡ tymi spo±ród w�zªów x1, . . . , xj , które po operaji p-splay zostaªyprawymi synami w�zªów na ±ie»e dost�pu. Mamy q ≤ ⌊j/2⌋ + 1. Dostajemy:

j∑

i=1

f(yi) ≤ ⌊j/2⌋ + 1 +

q∑

i=1

(
5

4
f(zi) + 4) ≤

5

4
G(⌊j/2⌋ + 1) + 5(⌊j/2⌋ + 1).St¡d

G(j) ≤
5

4
G(⌊j/2⌋ + 1) + 5(⌊j/2⌋ + 1).(Konie dowodu faktu 3).Widzimy, »e G(j) jest liniowa. �atwo dosta¢ przez indukj� ograzenie G(j) ≤ 8j: Dla

j = 1 mamy G(j) = 0, a dla j = 2 mamy G(j) ≤ 0 + 1 = 1, a krok indukyjny z Faktu 3.Teraz polizmy, ile spo±ród w�zªów y1, . . . , yj wraa na ±ie»k� dost�pu jako w�zªy gª�-bokie. Oznazmy szukan¡ lizb� przez Deep. Przypomnijmy, »e je±li w�zeª x wraa jako
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i=1 f(yi) ≥ 16Deep. Z drugiej strony ∑j

i=1 f(yi) ≤ G(j) ≤
8j ≤ 8(⌊k/2⌋ + 1) ≤ 4k + 8. To razem implikuje Deep ≤ k

4
+ 1

2
.Teraz polizmy, ile spo±ród gª�bokih w�zªów na ±ie»e dost�pu, które zostaj¡ usuni�teze ±iezki, powraa jako w�zªy pªytkie. W�zªów gª�bokih na ±ie»e jest k−16. Usuwanyhze ±ie»ki jest ≥ k−16

2
− 1. Spo±ród nih powraa jako w�zªy pªytkie ≥ k−16

2
− 1 − Deepw�zªów, zyli o najmniej k

4
−10. A wi� ka»demu w�zªowi wystarzy przydzieli¢ 4 kredyty.Podzas operaji p-splay, w�zªy gª�bokie usuwane ze ±ie»ki dost�pu, które powró¡ jakopªytkie oddaj¡ swoje kredyty, któryh wystarza na opªaenie k − 40 operaji typu splay.Dostajemy zas zamortyzowany operaji p-splay o najwy»ej 44 rotaje.Uwaga: W oryginalnej pray Tarjana staªa zamiast 44 wynosi 9.8 (dowód jest analo-gizny). W 2003 roku ukazaªa si� praa Amr Elmasry'ego zawieraj¡a dowód ze staª¡ 4.5(nie jest istotnie prostszy od powy»szego).Literatura[1℄ D. E. Knuth. Optimum binary searh trees. Ata Informatia, 1:14�25, 1971.[2℄ D. D. Sleator and R. E. Tarjan. Self-adjusting binary searh trees. J. A.C.M., 32(3):652�686, 1985.[3℄ R. E. Tarjan. Sequential aess in splay trees. Combinatoria, 5(4):367�378, 1985.


