
�ukasz Kowalik, Zaawansowane Struktury Dany
h 2006: Drzewa link-
ut 11 Problem dynami
zny
h drzewW problemie dynami
zny
h drzew nale»y zbudowa¢ struktur� dany
h reprezentuj¡
¡ lasdrzew ukorzeniony
h. Wierz
hoªek w takim drzewie mo»e mie¢ dowoln¡ li
zb� synów, naktóry
h nie jest ustalony »aden porz¡dek. Struktura dany
h powinna udost�pnia¢ nast�-puj¡
e opera
je:
• MakeTree() � Zwra
a wierz
hoªek nowego, jednoelementowego drzewa.
• Cut(v) � Usuwa kraw�d¹ ª¡
z¡
¡ v z oj
em.
• Link(v, w) � Przy zaªo»eniu, »e v jest korzeniem pewnego drzewa oraz w jest w�zªeminnego drzewa, podª¡
za v jako syna w.
• Root(v) � Zwra
a korze« drzewa zawieraj¡
ego v.W zastosowania
h przydaje si� rozszerzona wersja problemu, gdzie wierz
hoªki drzewamog¡ dodatkowo prze
howywa¢ wagi (li
zby rze
zywiste) oraz dost�pne s¡ pewne opera
jeumo»liwiaj¡
e mody�ka
j� wag oraz zwra
aj¡
e pewne statystyki doty
z¡
e wag (patrzrozdziaª 4.1).2 Drzewa Link-CutOpiszemy drzewa Link-Cut, które rozwi¡zuj¡ problem dynami
zny
h drzew udost�pnia-j¡
 opera
je Cut, Link i Root w 
zasie O(log n), gdzie n jest li
zb¡ wierz
hoªków wewszystki
h drzewa
h. Drzewa Link-Cut oraz i
h zastosowania do problemu znajdowaniamaksymalnego przepªywu oraz LCA podali Sleator i Tarjan w pra
y [1℄. Na tym wykªa-dzie przedstawimy jednak prostsz¡ wersj� drzew Link-Cut, wykorzystuj¡
¡ drzewa splay,opisan¡ w pra
y [2℄. Jak zoba
zymy, struktura drzew Link-Cut jest podobna do strukturydrzew Tango, które poznali±my na jednym z poprzedni
h wykªadów (
ho
ia» ze wzgl�du na
hronologi� powstawania ty
h wyników nale»aªoby ra
zej powiedzie¢ odwrotnie). Miano-wi
ie, podobnie jak Tango, drzewo Link-Cut jest drzewem drzew typu splay. Jedno drzewoLink-Cut reprezentuje jedno drzewo z lasu, który utrzymujemy, jego struktura jest jednakzupeªnie inna. Drzewo odpowiadaj¡
e drzewu Link-Cut b�dziemy nazywa¢ drzewem repre-zentowanym. Drzewo Link-Cut zawiera takie same w�zªy 
o drzewo reprezentowane, a jegostruktura zale»y od struktury drzewa reprezentowanego i 
i¡gu doty
h
zas wykonywany
hopera
ji. W sz
zególno±
i z drzewa Link-Cut mo»na odtworzy¢ drzewo reprezentowane.2.1 Drzewa reprezentowane jako zbiory ±
ie»ekW tym podrozdziale jest mowa jedynie o drzewa
h reprezentowany
h. Wprowadzimy pewnepoj�
ia które b�d¡ pó¹niej pomo
ne przy opisie drzew Link-Cut. W ka»dej 
hwili drzeworeprezentowane mo»na podzieli¢ na pewien zbiór ±
ie»ek, a podziaª ten zale»y od w
ze±niej
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h opera
ji. (Wa»ne jest jednak »eby pami�ta¢, »e drzewa reprezentowane nies¡ prze
howywane w pami�
i komputera).Powiemy, »e wierz
hoªek drzewa reprezentowanego zostaª dotkni�ty, je±li byª przekazanydo jednej z opera
ji Cut, Link lub Root jako argument. Preferowanym synem w�zªa vnazwiemy takiego syna w, który jest przodkiem ostatnio dotkni�tego w�zªa w poddrzewie
v. W sz
zególno±
i v nie ma preferowanego syna (przyjmiemy »e preferowany syn jestrówny Null), gdy nie byªo takiego dotkni�
ia lub gdy to wierz
hoªek v zostaª najpó¹niejdotkniety spo±ród w�zªów swojego poddrzewa. Preferowana kraw�d¹ to kraw�d¹ ª¡
z¡
aw�zeª z jego preferowanym synem. Preferowana ±
ie»ka to maksymalna spójna ±
ie»kapreferowany
h kraw�dzi w drzewie, lub pojedy«
zy wierz
hoªek, je±li nie jest on in
ydentnyz »adn¡ preferowan¡ kraw�dzi¡. Zauwa»my, »e ka»dy wierz
hoªek le»y na dokªadnie jednejpreferowanej ±
ie»
e.2.2 Struktura drzew Link-CutPodziaª drzewa reprezentowanego na preferowane ±
ie»ki jednozna
znie wyzna
za struk-tur� drzewa Link-Cut. Drzewo Link-Cut skªada si� z wielu drzew pomo
ni
zy
h poª¡-
zony
h dodatkowymi kraw�dziami w jedno drzewo. Ka»de drzewo pomo
ni
ze reprezen-tuje dokªadnie jedn¡ preferowan¡ ±
ie»k�. Drzewa pomo
ni
ze s¡ drzewami typu splay (awi�
 BST). W�zªy drzewa pomo
ni
zego odpowiadaj¡ w�zªom reprezentowanej ±
ie»ki, aleklu
z w�zªa drzewa pomo
ni
zego jest gª�boko±
i¡ odpowiadaj¡
ego mu w�zªa w drzewiereprezentowanym. St¡d dla dowolnego wierz
hoªka v w drzewie pomo
ni
zym wszystkieelementy jego lewego poddrzewa w drzewie pomo
ni
zym le»¡ powy»ej v w drzewie repre-zentowanym. Drzewa pomo
ni
ze s¡ poª¡
zone w jedno du»e drzewo wska¹nikami, któreb�dziemy nazywa¢ wska¹nikami ±
ie»ka-oj
ie
. Ka»de drzewo pomo
ni
ze ma jeden takiwska¹nik, prze
howywany w korzeniu. Wskazuje on na oj
a (w drzewie reprezentowanym)najwy»szego w�zªa na ±
ie»
e reprezentowanej przez drzewo pomo
ni
ze.2.3 Opera
ja DotknijDrzewa Link-Cut realizuj¡ wszystkie opera
je problemu drzew dynami
zny
h za pomo
¡opera
ji Dotknij(v)∗. Przebudowuje ona drzewo Link-Cut aby wygl¡daªo tak, jakby wªa-±nie dotkni�to wierz
hoªka v w drzewie reprezentowanym. Zauwa»my, »e w efek
ie takiegodotkni�
ia w drzewie reprezentowanym R znajduje si� ±
ie»ka preferowana o po
z¡tku wkorzeniu R i ko«
u w v. Wierz
hoªki na tej ±
ie»
e (ª¡
znie z v) mogªy pod
zas tej ope-ra
ji zmieni¢ swoi
h preferowany
h synów. Zauwa»my, »e opera
ja zmiany preferowanegosyna odpowiada podziaªowi pewnej ±
ie»ki preferowanej na dwie ±
ie»ki (a wi�
 podziaªowiodpowiedniego drzewa pomo
ni
zego w drzewie Link-Cut) oraz poª¡
zeniu górnej z ty
hdwó
h ±
ie»ek z pewn¡ ±
ie»k¡ (a wi�
 b�dziemy te» ª¡
zy¢ drzewa pomo
ni
ze).B�dziemy �budowa¢� ±
ie»k� preferowan¡ od doªu (
zyli od v) do góry (
zyli do korzenia
R). O
zywi±
ie przez budowanie rozumiemy tu mody�ka
je w odpowiadaj¡
ym drzewie

∗Ta opera
ja nazywa si� w oryginale A

ess(v)
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zynamy od tego, »e w v ustawiamy preferowanego syna na Null (a preferowanysyn mo»e istnie¢, v jest wtedy w ±rodku poprzedniej preferowanej ±
ie»ki). Musimy wi�
 wdrzewie pomo
ni
zym od
i¡¢ wierz
hoªki, które le»aªy poni»ej v w reprezentowanej ±
ie»
e.W tym 
elu wykonujemy splay(v), v staje si� korzeniem drzewa pomo
ni
zego i mo»emyod
i¡¢ jego prawe poddrzewo (korzeniowi tego poddrzewa ustawiamy wska¹nik ±
ie»ka-oj
ie
 na v).Nast�pnie idziemy w drzewie pomo
ni
zym od v do góry po kraw�dzia
h preferowany
h.W miejs
u, w którym oka»e si�, »e kraw�d¹ wzwy» do pewnego wierz
hoªka w nie jest pre-ferowana (jest wska¹nikiem ±
ie»ka-oj
ie
), musimy oj
u zmieni¢ preferowanego syna. Coto ozna
za w drzewie Link-Cut? Zauwa»my »e po splay wierz
hoªek v jest w korzeniuswojego drzewa pomo
ni
zego, a wi�
 prze
howuje wska¹nik ±
ie»ka-oj
ie
. Jest to wska¹-nik do wierz
hoªka w. Najpierw odª¡
zmy doln¡ 
z�±¢ ±
ie»ki preferowanej zawieraj¡
ej
w od w, podobnie jak to zrobili±my dla v (przez opera
j� splay w drzewie pomo
ni
zymi odª¡
zenie prawego poddrzewa). Nast�pnie po prostu podª¡
zamy v jako prawego syna
w w drzewie splay (zauwa»my, »e porz¡dek BST jest za
howany). Powtarzamy to post�-powanie a» dojdziemy do korzenia drzewa (kolejna kraw�d¹ do zamiany jest wska¹nikiem±
ie»ka-drzewo prze
howywanym w wierz
hoªku w itd). Zauwa»my, »e na samym ko«
uwierz
hoªek v jest w tym samym drzewie pomo
ni
zym 
o korze« drzewa Link-Cut (po-dobnie jak wszystkie wierz
hoªki na ±
ie»
e od v do korzenia w drzewie reprezentowanym).Na konie
 wykonujemy jesz
ze raz splay(v). Oto pseudokod Dotknij(v):
• Wykonaj splay(v) w drzewie pomo
ni
zym zawieraj¡
ym v.
• Usu« preferowanego syna v:� path-parent(right(v)) ← v� right(v) ← Null
• x← v

• while x nie jest korzeniem drzewa reprezentowanego� w ← path-parent(x)� splay(w)� Zmie« preferowanego syna w:
∗ path-parent(right(w)) ← w

∗ right(v) ← x

∗ path-parent(x) ← Null� x← w

• splay(v)
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ja Root(v)Najpierw wykonujemy Dotknij(v). W efek
ie v jest korzeniem swojego drzewa pomo
ni-
zego. Wtedy korze« r drzewa reprezentowanego jest skrajnie lewym potomkiem v w drze-wie pomo
ni
zym. Pod¡»amy skranie lew¡ ±
ie»k¡, znajdujemy r, wykonujemy splay(r) izwra
amy r.2.5 Opera
ja Cut(v)Wykonujemy Dotknij(v). W rezulta
ie wszystkie elementy wy»sze ni» v drzewie reprezen-towanym pojawiaj¡ si� w lewym poddrzwie v. Wystar
zy ju» tylko od
i¡¢ lewe poddrzewo
v (staje si� ono osobnym drzewem Link-Cut).2.6 Opera
ja Link(v, w)Wykonujemy Dotknij(v) i Dotknij(w). Wierz
hoªek v jest korzeniem drzewa reprezen-towanego a wi�
 w drzewie Link-Cut ma puste lewe poddrzewo. Po wykonaniu opera
ji vpowinien by¢ preferowanym synem w w drzewie reprezentowanym (natomiast v nie powi-nien mie¢ preferowanego syna). A wi�
 wystar
zy podª¡
zy¢ w jako jako lewego syna v wdrzewie Link-Cut.2.7 Analiza zªo»ono±
iJest jasne, »e zªo»ono±¢ opera
ji Link i Cut jest taka sama jak opera
ji Dotknij, na-tomiast dla opera
ji Root jest to 
zas Dotknij plus zamortyzowany 
zas O(log n), 
owynika z wªasno±
i drzew splay. A wi�
 w dalszym 
i¡gu skupimy si� na analizie zªo»ono±
iopera
ji Dotknij.2.7.1 Ograni
zenie O(log2 n)Opera
ja Dotknij(v) wykonuje k + 1 opera
ji splay, gdzie k jest li
zb¡ zmieniony
h pre-ferowany
h synów na ±
ie»
e od v do korzenia. Najpierw poka»emy, »e zamortyzowanali
zba taki
h zmian jest O(log n) � da to od razu ograni
zenie O(log2 n), które po¹niejpoprawimy.U»yjemy 
iekawej te
hniki dekompozy
ji 
i�»ko-lekkiej. Nie
h v b�dzie synem w orazozna
zmy przez size(x) rozmiar poddrzewa o korzeniu w x. Powiemy, »e kraw�d¹ od (v, w)jest 
i�»ka, gdy size(v) > 1

2
size(w). Gdy kraw�d¹ nie jest 
i�»ka to jest lekka. O
zywi±
iedowolny wierz
hoªek ma 
o najwy»ej jedn¡ 
i�»k¡ kraw�d¹ do syna. Mówi¡
 o kraw�dzia
hlekki
h i 
i�»ki
h odnosimy si� tu do drzew reprezentowany
h.Zauwa»my, »e pod
zas jednej opera
ji Dotknij 
o najwy»ej log

2
n lekki
h kraw�dzistaªo si� preferowanymi, poniewa» na dowolnej ±
ie»
e od korzenia w dóª mo»e by¢ 
o naj-wy»ej log

2
n lekki
h kraw�dzi. A wi�
 
aªkowita li
zba zmian kraw�dzi preferowany
h nakraw�d¹ lekk¡ jest O(m log n), gdzie m to li
zba wykonany
h opera
ji. Pozostaje obli
zy¢
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zb� zmian kraw�dzi preferowany
h na 
i�»kie. Zastanówmy si� nad »y
iem pewnej kra-w�dzi e od syna v do oj
a u. Rozwa»my dwa kolejne zdarzenia �e byªa 
i�»ka i staªa si�preferowana�. Mi�dzy tymi zdarzeniami musiaªo zaj±¢ jedno z trze
h zdarze«:(A) e byªa preferowana i przestaªa by¢ 
i�»ka,(B) e byªa 
i�»ka i przestaªa by¢ preferowana, bo inny syn u staª si� preferowany(C) e byªa 
i�»ka i przestaªa by¢ preferowana, bo u przestaª mie¢ preferowanego syna.Zauwa»my, »e 
aªkowita li
zba zmian kraw�dzi preferowany
h na 
i�»kie jest ogra
znonaprzez 
aªkowit¡ li
zb� zdarze« (A), (B) i (C) powi�kszon¡ o 
aªkowit¡ li
zb� kraw�dzipod
zas 
iagu opera
ji, 
zyli m. Je±li zaszªo zdarzenie (A) to ozna
za, »e usuni�to pewnepoddrzewo w poddrzewie v (sytua
ja gdy dodano pewne poddrzewo w poddrzewie innegosyna u odpada, bo wtedy e nie jest preferowana!). Ale pod
zas takiego usuni�
ia wszystkiepojawiaj¡
e si� zdzarzenia (A) s¡ na jednej ±
ie»
e do korzenia, a poniewa» mo»e by¢ ≤
log n lekki
h kraw�dzi na takiej ±
ie»
e, 
aªkowita li
zba zdarze« (A) jest O(m logn). Je±lizaszªo zdarzenie (B), to wiemy, »e równo
ze±nie pewna lekka kraw�d¹ staªa si� preferowana,a li
zb� taki
h zdarze« ju» osza
owali±my przez O(m logn). Wresz
ie, zdarzenie (C) mamiejs
e tylko raz pod
zas opera
ji Dotknij, a wi�
 
aªkowita li
zba ty
h zdzarze« jest
O(m). Tak wi�
 dostali±my 
aªkowit¡ li
zb� zmian kraw�dzi preferowany
h O(m log n).2.7.2 Ograni
zenie O(log n)U»yjemy metody poten
jaªu. Podobnie jak przy analizie drzew splay, nie
h s(v) b�dzierozmiarem poddrzewa v w drzewie Link-Cut (kraw�dzie drzew splay i kraw�dzie ±
ie»ka-korze« traktujemy tu tak samo). Poten
jaª de�niujemy jako Φ =

∑
v log s(v). Opera
jaDotknij wykonuje pewn¡ li
zb� opera
ji splay, id¡
 w gór� drzewa. Poniewa» poten
jaªzde�niowali±my tak samo jak w drzewa
h splay, mo»emy u»y¢ Lematu o Dost�pie (patrzwykªad o drzewa
h splay) � to ni
, »e tutaj drzewo nie jest biarne, mo»emy udawa¢ »e jestbinarne dodaj¡
 wag� drzew pod
zepiony
h wska¹nikami ±
ie»ka-oj
ie
 do wierz
hoªkówdrzewa binarnego. A wi�
 koszt jednej opera
ji splay(v) jest równy:

cost = 3(log s(u)− log s(v)) + 1gdzie u jest korzeniem w drzewie pomo
ni
zym zawieraj¡
ym v. Zauwa»my, »e opera
jazmiany preferowanego syna nie zmienia struktury (topologi
znej) drzewa Link-Cut, a wi�
poten
jaª te» pozostaje ten sam. Zawua»my, »e je±li w jest oj
em w drzewie Link-Cutkorzenia drzewa pomo
ni
zego zawieraj¡
ego v i u, to s(v) ≤ s(u) < s(w), a wi�
 je±lidodamy koszty wszystki
h opera
ji splay to dostaniemy sum� teleskopow¡ ograni
zon¡przez
3(log s(korze« drzewa repr.)− log s(v)) + O(li
zba zmian pref. kraw�dzi)a to jest z kolei ograni
zone przez O(log n). �eby zako«
zy¢ analiz� potrzeba jesz
ze spraw-dzi¢ 
o si� dzieje z poten
jaªem pod
zas pod
zepiania i odª¡
zania drzew w opera
ja
h Link
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zaniu ro±nie rozmiar tylko jednego w�zªa (oj
a), o 
o najwy»ej n, a wi�
poten
jaª ro±nie o O(log n). Pod
zas odª¡
zania poten
jaª maleje. A wi�
 zamortyzowany
zas Link i Cut tak»e jest taki sam jak zamortyzowany 
zas Dotknij, 
zyli O(log n).3 Zastosowanie do problemu LCADrzewa link-
ut mo»na zastosowa¢ do dynami
znej wersji problemu LCA: w tej wersjistruktura dany
h ma utrzymywa¢ dynami
zny las (tzn. dost�pne s¡ opera
je Link i Cut)oraz przetwarza¢ zapytania LCA(u,v) (znajd¹ najni»szego wspólnego przodka w�zªów u i
v. W tym 
elu u»ywamy zwykªy
h drzew Link-Cut. Opera
j� LCA implementujemy wten sposób, »e wykonujemy Dotknij(u), a nast�pnie Dotknij(v). Zwra
amy pierwszywierz
hoªek odwiedzony pod
zas wykonywania Dotknij(v), który znajduje si� w drzewiepomo
ni
zym zawieraj¡
ym u. W ten sposób otrzymujemy struktur� dany
h o rozmia-rze O(n), na której mo»na wykonywa¢ wszystkie opera
je w 
zasie O(logn). (Nale»y toporówna¢ ze staty
zn¡ struktur¡ dany
h LCA, która miaªa rozmiar O(n) i przetwarzaªazapytania w 
zasie staªym).4 Zastosowanie do problemu maksymalnego przepªywu4.1 Rozszerzenie problemuNa potrzeby problemu maksymalnego przepªywu rozszerzymy nasz problem drzew dyna-mi
zny
h i poka»emy, »e ªatwo jest wzboga
i¢ drzewa Link-Cut tak, »eby rozwi¡zywaªytak»e rozszerzony problem.Dodatkowo zakªadamy, »e ka»dy wierz
hoªek w lesie prze
howuje pewn¡ li
zb� rze
zy-wist¡, któr¡ b�dziemy nazywa¢ kosztem. Do istniej¡
y
h opera
ji dodajemy:
• Cost(v) � Zwra
a koszt wierz
hoªka v.
• Min(v) � Zwra
a wierz
hoªek o najmniejszym kosz
ie na ±
ie»
e od v do korzeniadrzewa zawieraj¡
ego v. Spo±ród wielu wierz
hoªków o najmniejszym kosz
ie wybieraten najbli»szy korzenia (to wa»ne!).
• AddCost(v, x) � Dodaje x do kosztów wszystki
h wierz
hoªków na ±
ie»
e od v dokorzenia.Nie
h 
ost(x) ozna
za koszt x, a min
ost(x) ozna
za najmniejszy koszt wierz
hoªka wpoddrzewie x. Zauwa»my, »e prze
howuj¡
 min
ost w w�zªa
h drzewa Link-Cut opera
jas
 Min(v) staje si� prosta: po wykonaniu Dotknij(v) wystar
zy i±¢ w dóª w lewym pod-drzewie v wybieraj¡
 zawsze gaª¡¹ z mniejsz¡ warto±
i¡ min
ost, a w przypadku remisówi±¢ w lewo. Ale to nie uªatwia nam opera
ji AddCost. Zamiast tego, ka»dy wierz
hoªekdrzewa Link-Cut prze
howuje dwie li
zby:
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• ∆cost(x), który jest równy cost(x) − cost(p(x)) gdy x nie jest korzeniem drzewapomo
ni
zego i cost(x) gdy jest.
• ∆min(x) = cost(x)−mincost(x).Zauwa»my, »e przy tej reprezenta
ji tak»e mo»emy efektywnie wykona¢Min, bo poruszaj¡
si� w dóª od korzenia mo»emy w 
zasie staªym wyli
za¢ warto±
i 
ost i min
ost odwiedza-ny
h w�zªów i i
h synów. Teraz add
ost(v,x) sprowadza si� do wykonania Dotknij(v) idodania x do ∆cost(v).Pozostaje jesz
ze opisa¢ jak uaktualnia¢ warto±
i ∆cost i ∆min po wykonaniu rota
jii opera
ji zmiany preferowanego syna. Rozwa»my najpierw opera
j� rota
ji v i w jak narysunku poni»ej:

v

a b

w

c −→

v

a w

b cWtedy:
∆cost′(v) = ∆cost(v) + ∆cost(w),

∆cost′(w) = −∆cost(v),

∆cost′(b) = cost(b)− cost(w) = ∆cost(b) + cost(v)− cost(w) = ∆cost(b) + ∆cost(v),

∆min′(w) = max{cost(w)− cost(w), cost(w)−mincost(b), cost(w)−mincost(c)}

= max{0, ∆min(b)−∆cost′(b), ∆min(c)−∆cost(c)},

∆min′(v) = max{0, ∆min(a)−∆cost(a), ∆min′(w)−∆cost′(w)}.Opiszmy tak»e jak zmieniaj¡ si� warto±
i prze
howywany
h warto±
i, pod
zas zamianypreferowanego syna. Nie
h w b�dzie korzeniem drzewa pomo
ni
zego, a u jego prawymsynem w drzewie pomo
ni
zym. Nie
h v b�dzie korzeniem (innego) drzewa pomo
ni
zegozawieraj¡
ym wska¹nik ±
ie»ka-oj
ie
 do w. Wtedy po zmianie prawego syna w na v nale»yzmieni¢ jak nast�puje:
∆cost′(v) = ∆cost(v)−∆cost(w),

∆cost′(u) = ∆cost(u) + ∆cost(w),

∆min′(w) = max{cost(w)− cost(w), cost(w)−mincost(left(w)), cost(w)−mincost(v)}

= max{0, ∆min(left(w))−∆cost(left(w)), ∆min(v)−∆cost′(v)}.4.2 Algorytm Dini
aZakªadamy, »e 
zytelnik zna problem znajdowania maksymalnego przepªywu i podstawowepoje
ia zwi¡zane z t¡ tematyk¡ (graf residualny, ±
ie»ka powi�kszaj¡
a, twierdzenie o mak-symalnym przepªywie i minimalnym przekroju itd.) � s¡ one opisane w ksi¡»
e Cormena,
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zenia z tej ksi¡»ki,w sz
zególno±
i:
• Dla dowolny
h u, v przez c(u, v) ≥ 0 ozna
zamy przepustowo±¢ kraw�dzi (u, v). (Gdy

(u, v) 6∈ E to c(u, v) = 0).
• f(u, v) ozna
za przepªyw po kraw�dzi od u do v.
• cf(u, v) = c(u, v)− f(u, v) jest przepustowo±
i¡ residualn¡, a sie¢ indukowana przezniezerowe przepustwow±
i residualne ozna
zamy przez Gf i nazywamy sie
i¡ residu-aln¡.
• �
ie»ka powi�kszaj¡
a jest dowoln¡ ±
ie»k¡ od s do t w sie
i Gf .
• Kraw�d¹ u→ v jest nasy
ona, gdy f(u, v) = c(u, v).4.2.1 Graf warstwowyNie
h G b�dzie sie
i¡ o ¹rodle s i uj±
iu t. Nie
h f b�dzie przepªywem w G. Zde�niujmygraf warstwowy Lf jako podgraf grafu Gf taki, »e (u, v) ∈ E(Lf ) wtedy i tylko wtedygdy dGf

(s, v) = dGf
(s, u) + 1. Innymi sªowy kraw�d¹ e = (u, v) ∈ E(Lf ) wtedy i tylkowtedy gdy e zawiera si� w pewnej najkrótszej ±
ie»
e od s do v w gra�e Gf . Graf Lf ªatwoutworzy¢ w 
zasie O(n + m) korzystaj¡
 z BFS-u:1. Uru
hamiamy BFS z s i obli
zamy odlegªo±
i wszystki
h wierz
hoªków od s2. Dla ka»dej kraw�dzi (u, v) sprawdzamy, 
zy dGf

(s, v) = dGf
(s, u) + 1 i je±li tak,dodajemy j¡ do grafu.4.2.2 S
hemat algorytmu Dini
aPrzepªywem blokuj¡
ym w Lf nazywamy dowolny przepªyw w Lf taki, »e ka»da ±
ie»kaod s do t w Lf zawiera kraw�d¹ nasy
on¡. Teraz mo»emy ju» poda¢ s
hemat algorytmuDini
a:

f ← 0;dopóki w Lf istnieje ±
ie»ka od s do tznajd¹ przepªyw blokuj¡
y f ∗ w Lf

f ← f + f ∗Mo»emy powiedzie¢, »e algorytm Dini
a skªada si� z faz, a ka»da faza polega na skon-struowaniu grafu Lf i znalezieniu w nim przepªywu blokuj¡
ego. Poprawno±¢ algorytmuDini
a wynika naty
hmiast z twierdzenia o maksymalnym przepªywie i minimalnym prze-kroju (po zako«
zeniu algorytmu nie ma ju» ±
ie»ek powi�kszaj¡
y
h).Gªówna siªa algorytmu Dini
a wynika z nast�puj¡
ego faktu:
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a odlegªo±¢ od s do t w sie
i residualnej ro±nie.Dowód. (�wi
zenie.)Powy»szy fakt gwarantuje, »e algorytm Dini
a wykona nie wi�
ej ni» n− 1 faz.4.2.3 Znajdowanie przepªywu blokuj¡
ego: algorytm Dini
aOpiszemy teraz oryginalny algorytm Dini
a znajdowania przepªywu blokuj¡
ego w sie
iwarstwowej. Ozna
zmy znajdowany przepªyw blokuj¡
y przez f ∗. Algorytm b�dzie obli-
zaª f ∗ i pod
zas swojego dziaªania b�dzie mody�kowaª sie¢ Lf (usuwaj¡
 kraw�dzie). Al-gorytm u»ywa zmiennej v (wierz
hoªek, w którym jeste±my) oraz w p prze
howuje pewn¡±
ie»k� od s. Po
z¡tkowo kªadziemy f ∗ ← 0, p← () oraz v ← s. Nast�pnie, dopóki jest tomo»liwe wykonujemy jedn¡ z dwó
h opera
ji: Advan
e lub Retreat. Opera
j� Retreat wy-konujemy tylko wtedy, gdy nie mo»emy ju» wykona¢ Advan
e. Opera
j� Advan
e mo»emywykona¢ je±li istnieje kraw�d¹ wy
hodz¡
a z v. Opera
j� Retreat mo»emy wykona¢ zawsze,o ile v 6= s.Advan
e:
w ← dowolny wierz
hoªek taki, »e (v, w) ∈ LfPush(p, w)
v ← wif w = t /* znaleziono ±
ie»k� powi�kszaj¡
¡ */while p 6= ()

x← najmniejsza przepustowo±¢ cf na ±
ie»
e p

u← Pop(p)
f ∗(u, v)← f ∗(u, v) + x

cf(u, v)← cf(u, v)− xif cf(u, v) = 0 then Usu« kraw�d¹ (u, v) z grafu
v ← u

v ← sRetreat:
u← Pop(p)Usu« kraw�d¹ (u, v) z grafu
v ← uJest jasne, »e powy»szy algorytm znajdowania przepªywu blokuj¡
ego jest poprawny(¢wi
zenie). Ozna
zmy przez n li
zb� wierz
hoªków sie
i a przez m li
zb� kraw�dzi. Ope-ra
ji Retreat wykonujemy 
o najwy»ej m. Pod
zas opera
ji Advan
e prze
hodzimy z wierz-
hoªka v do wierz
hoªka w, który znajduje si� w nast�pnej warstwie. Opera
je Advan
emo»emy podzieli¢ na dwa rodzaje: takie, »e kraw�d¹ (v, w) wejdzie w skªad ±
ie»ki powi�k-szaj¡
ej i takie, »e kraw�d¹ (v, w) zostanie usuni�ta pod
zas Retreat. Opera
ji drugiego
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ut 10rodzaju jest 
o najwy»ej m (tyle razy kraw�dzie s¡ usuwane). �
ie»ek powi�kszaj¡
y
hznajdujemy 
o najwy»ej m (bo taka ±
ie»ka zawiera przynajmniej jedn¡ kraw�d¹ nasy-
on¡, która jest usuwana), natomiast dªugo±¢ takiej ±
ie»ki to 
o najwy»ej n. St¡d opera
jipierwszego rodzaju jest O(mn).Wniosek 1. Algorytm Dini
a znajduje przepªyw blokuj¡
y w 
zasie O(mn). Caªy algorytmznajdowania maksymalnego przepªywu dziaªa wtedy w 
zasie O(mn2).4.2.4 Znajdowanie przepªywu blokuj¡
ego: algorytm Tarjana i SleatoraSleator i Tarjan zaproponowali, aby przepªyw blokuj¡
y znajdowa¢ wykorzystuj¡
 drzewaLink-Cut. Wierz
hoªki sie
i warstwowej b�d¡ w�zªami drzew Link-Cut (w sz
zególno±
ijeden wierz
hoªek nale»y do 
o najwy»ej jednego drzewa). W danej 
hwili dla dowolnegowierz
hoªka v istnieje 
o najwy»ej jedna kraw�d¹ wy
hodz¡
a z v, która znajduje si� wpewnym drzewie Link-Cut (
hodzi o drzewo reprezentowane). Ka»dy wierz
hoªek v ró»nyod korzenia ma koszt równy przepustowo±
i aktualnej residualnej kraw�dzi (v, p(v)), gdzie
p(v) jest oj
em v w drzewie reprezentowanym.Na po
z¡tku ka»dy wierz
hoªek jest osobnym drzewem. Pod
zas dziaªania algorytmudrzewa ª¡
zone s¡ w wi�ksze drzewa. Od momentu wstawienia pewnej kraw�dzi do drzewa(za pomo
¡ Link), jej aktualna przepustowo±¢ zapami�tana jest jedynie w drzewie Link-Cut. W 
hwili, gdy powstanie drzewo, którego li±
iem jest s a korzeniem t, takie drzewozawiera ±
ie»k� powi�kszaj¡
¡, po której przesyªany jest przepªyw. Przesªanie przepªywurealizujemy przez zmniejszenie przepustowo±
i kraw�dzi residualny
h na ±
ie»
e (opera
j¡AddCost) i kraw�dzie o przepustowo±
i 0 s¡ usuwane (FindMin i Cut). W ten sposóbdrzewo rozpada si� na kilka (przynajmniej 2) drzew. W sytua
ji, gdy z korzenia v pewnegodrzewa nie ma ju» w gra�e kraw�dzi wy
hodz¡
y
h, obli
zamy koszty (aktualne przepusto-wo±
i residualne) wszystki
h kraw�dzi w
hodz¡
y
h do v i usuwamy je z grafu. Dla ka»dejtakiej kraw�dzi (u, v) ró»ni
a po
z¡tkowej przepustowo±
i cf(u, v) i aktualnej przepustowo-±
i daje na ko«
u warto±¢ przepªywu blokuj¡
ego f ∗(u, v). Algorytm ponownie wyrazimyjako par� opera
ji Advan
e i Retreat.Jak ju» napisali±my, za
zynamy od utworzenia drzewa Link-Cut dla ka»dego wierz-
hoªka. Nast�pnie wykonujemy:
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f ∗ ← 0while True

v ← Root(s)if v = t /* jest ±
ie»ka powi�kszaj¡
a */
w ← Min(s)AddCost(s, −Cost(w))while Cost(w) = 0Usu« (w, p(w)) z Lf .

f ∗(w, p(w))← cf(w, p(w))Cut(w)
w ← Min(s)elseif (v, w) ∈ Lf dla pewnego wAdvan
eelse /* nie ma kraw�dzi wy
hodz¡
y
h z v */if v = sdla ka»dej kraw�dzi (u, v) w ka»dym drzewie Link-Cut:

f ∗(u, v)← cf(u, v)−Cost(u)ZATRZYMAJ algorytm.elseRetreatAdvan
e:
w ← dowolny wierz
hoªek taki, »e (v, w) ∈ LfAddCost(v, cf (v, w))Link(v,w)Retreat:for ea
h (u, v) ∈ Lf

f ∗(u, v)← cf (u, v)−Cost(u)Cut(u)Usu« (u, v) z Lf .Fakt 2. Algorytm Tarjana-Sleatora znajduje przepªyw blokuj¡
y w 
zasie O(m log n).Caªy algorytm znajdowania maksymalnego przepªywu dziaªa wtedy w 
zasie O(mn log n).(Dowód jako ¢wi
zenie).
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