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1 Problem dynamicznych drzew

W problemie dynamicznych drzew nalezy zbudowaé strukture danych reprezentujaca las
drzew ukorzenionych. Wierzchotek w takim drzewie moze mie¢ dowolng liczbe synéw, na
ktorych nie jest ustalony zaden porzadek. Struktura danych powinna udostepnia¢ naste-
pujace operacje:

e MAKETREE() — Zwraca wierzcholek nowego, jednoelementowego drzewa.
e CuT(v) — Usuwa krawedz taczaca v z ojcem.

e LINK(v,w) Przy zalozeniu, 7e v jest korzeniem pewnego drzewa oraz w jest weztem
innego drzewa, podtacza v jako syna w.

e ROOT(v) Zwraca korzen drzewa zawierajacego v.

W zastosowaniach przydaje sie rozszerzona wersja problemu, gdzie wierzchotki drzewa
moga dodatkowo przechowywaé wagi (liczby rzeczywiste) oraz dostepne sa pewne operacje
umozliwiajace modyfikacje wag oraz zwracajace pewne statystyki dotyczace wag (patrz
rozdzial 4.1).

2 Drzewa Link-Cut

Opiszemy drzewa Link-Cut, ktére rozwigzuja problem dynamicznych drzew udostepnia-
jac operacje CuT, LINK i ROOT w czasie O(logn), gdzie n jest liczba wierzchotkow we
wszystkich drzewach. Drzewa Link-Cut oraz ich zastosowania do problemu znajdowania
maksymalnego przeptywu oraz LCA podali Sleator i Tarjan w pracy [1]. Na tym wykla-
dzie przedstawimy jednak prostsza wersje drzew Link-Cut, wykorzystujaca drzewa splay,
opisang w pracy [2|. Jak zobaczymy, struktura drzew Link-Cut jest podobna do struktury
drzew Tango, ktore poznali$my na jednym z poprzednich wyktadow (chociaz ze wzgledu na
chronologie powstawania tych wynikow nalezaloby raczej powiedzie¢ odwrotnie). Miano-
wicie, podobnie jak Tango, drzewo Link-Cut jest drzewem drzew typu splay. Jedno drzewo
Link-Cut reprezentuje jedno drzewo z lasu, ktory utrzymujemy, jego struktura jest jednak
zupelnie inna. Drzewo odpowiadajace drzewu Link-Cut bedziemy nazywac drzewem repre-
zentowanym. Drzewo Link-Cut zawiera takie same wezty co drzewo reprezentowane, a jego
struktura zalezy od struktury drzewa reprezentowanego i ciggu dotychczas wykonywanych
operacji. W szczego6lnosci 7z drzewa Link-Cut mozna odtworzyé drzewo reprezentowane.

2.1 Drzewa reprezentowane jako zbiory Sciezek

W tym podrozdziale jest mowa jedynie o drzewach reprezentowanych. Wprowadzimy pewne
pojecia ktore beda pozniej pomocne przy opisie drzew Link-Cut. W kazdej chwili drzewo
reprezentowane mozna podzieli¢ na pewien zbior $ciezek, a podziat ten zalezy od wcezesniej
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wykoywanych operacji. (Wazne jest jednak zeby pamietac, ze drzewa reprezentowane nie
sa przechowywane w pamieci komputera).

Powiemy, ze wierzchotek drzewa reprezentowanego zostal dotkniety, jesli byt przekazany
do jednej z operacji CuT, LINK lub ROOT jako argument. Preferowanym synem wezta v
nazwiemy takiego syna w, ktory jest przodkiem ostatnio dotknietego wezta w poddrzewie
v. W szczegolnodci v nie ma preferowanego syna (przyjmiemy ze preferowany syn jest
rowny NULL), gdy nie bylo takiego dotkniecia lub gdy to wierzchotek v zostal najpoznie;
dotkniety sposrod weztow swojego poddrzewa. Preferowana krawedz to krawedz taczaca
wezel 7 jego preferowanym synem. Preferowana Sciezka to maksymalna spojna $ciezka
preferowanych krawedzi w drzewie, lub pojedynczy wierzchotek, jesli nie jest on incydentny
z zadng preferowang krawedzig. Zauwazmy, ze kazdy wierzchotek lezy na doktadnie jednej
preferowanej $ciezce.

2.2 Struktura drzew Link-Cut

Podzial drzewa reprezentowanego na preferowane Sciezki jednoznacznie wyznacza struk-
ture drzewa Link-Cut. Drzewo Link-Cut sklada sie z wielu drzew pomocniczych pota-
czonych dodatkowymi krawedziami w jedno drzewo. Kazde drzewo pomocnicze reprezen-
tuje doktadnie jedna preferowana $ciezke. Drzewa pomocnicze sa drzewami typu splay (a
wiec BST). Wezty drzewa pomocniczego odpowiadaja weztom reprezentowanej $ciezki, ale
klucz wezta drzewa pomocniczego jest glebokoscig odpowiadajacego mu wezta w drzewie
reprezentowanym. Stad dla dowolnego wierzchotka v w drzewie pomocniczym wszystkie
elementy jego lewego poddrzewa w drzewie pomocniczym leza powyzej v w drzewie repre-
zentowanym. Drzewa pomocnicze s potaczone w jedno duze drzewo wskaznikami, ktore
bedziemy nazywac¢ wskaznikami Sciezka-ojciec. Kazde drzewo pomocnicze ma jeden taki
wskaznik, przechowywany w korzeniu. Wskazuje on na ojca (w drzewie reprezentowanym)
najwyzszego wezta na Sciezce reprezentowanej przez drzewo pomocnicze.

2.3 Operacja DOTKNIJ

Drzewa Link-Cut realizuja wszystkie operacje problemu drzew dynamicznych za pomoca
operacji DOTKN1I(v)*. Przebudowuje ona drzewo Link-Cut aby wygladato tak, jakby wta-
$nie dotknieto wierzchotka v w drzewie reprezentowanym. Zauwazmy, ze w efekcie takiego
dotkniecia w drzewie reprezentowanym R znajduje sie Sciezka preferowana o poczatku w
korzeniu R i koricu w v. Wierzchotki na tej sciezce (tacznie z v) mogly podczas tej ope-
racji zmieni¢ swoich preferowanych synow. Zauwazmy, ze operacja zmiany preferowanego
syna odpowiada podzialowi pewnej §ciezki preferowanej na dwie $ciezki (a wiec podziatowi
odpowiedniego drzewa pomocniczego w drzewie Link-Cut) oraz polaczeniu gornej z tych
dwoch $ciezek z pewna $ciezka (a wiec bedziemy tez taczy¢ drzewa pomocnicze).
Bedziemy ,budowa¢” Sciezke preferowana od dotu (czyli od v) do gory (czyli do korzenia
R). Oczywiscie przez budowanie rozumiemy tu modyfikacje w odpowiadajacym drzewie

*Ta operacja nazywa sie w oryginale ACCESS(v)
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Link-Cut.

Zaczynamy od tego, ze w v ustawiamy preferowanego syna na NULL (a preferowany
syn moze istnie¢, v jest wtedy w srodku poprzedniej preferowanej §ciezki). Musimy wiec w
drzewie pomocniczym odcigé¢ wierzchotki, ktore lezaty ponizej v w reprezentowanej Sciezce.
W tym celu wykonujemy splay(v), v staje sie korzeniem drzewa pomocniczego i mozemy
odcia¢ jego prawe poddrzewo (korzeniowi tego poddrzewa ustawiamy wskaznik $ciezka-
ojciec na v).

Nastepnie idziemy w drzewie pomocniczym od v do gory po krawedziach preferowanych.
W miejscu, w ktorym okaze sie, ze krawedz wzwyz do pewnego wierzchotka w nie jest pre-
ferowana (jest wskaznikiem $ciezka-ojciec), musimy ojcu zmienié preferowanego syna. Co
to oznacza w drzewie Link-Cut? Zauwazmy ze po splay wierzchotek v jest w korzeniu
swojego drzewa pomocniczego, a wiec przechowuje wskaznik $ciezka-ojciec. Jest to wskaz-
nik do wierzchotka w. Najpierw odlaczmy dolng cze$é¢ Sciezki preferowanej zawierajacej
w od w, podobnie jak to zrobilismy dla v (przez operacje splay w drzewie pomocniczym
i odlaczenie prawego poddrzewa). Nastepnie po prostu podtaczamy v jako prawego syna
w w drzewie splay (zauwazmy, ze porzadek BST jest zachowany). Powtarzamy to poste-
powanie az dojdziemy do korzenia drzewa (kolejna krawedz do zamiany jest wskaznikiem
Sciezka-drzewo przechowywanym w wierzchotku w itd). Zauwazmy, ze na samym koncu
wierzcholek v jest w tym samym drzewie pomocniczym co korzen drzewa Link-Cut (po-
dobnie jak wszystkie wierzcholki na $ciezce od v do korzenia w drzewie reprezentowanym).
Na koniec wykonujemy jeszcze raz splay(v). Oto pseudokod DOTKNI1I(v):

e Wykonaj splay(v) w drzewie pomocniczym zawierajacym v.
e Usun preferowanego syna v:

— path-parent(right(v)) «— v
— right(v) «— NULL

e T«
e while = nie jest korzeniem drzewa reprezentowanego

— w «— path-parent(z)

— splay(w)

— Zmien preferowanego syna w:
* path-parent(right(w)) <« w
x right(v) «— x
* path-parent(z) < NULL

— T < W

e splay(v)
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2.4 Operacja ROOT(v)

Najpierw wykonujemy DOTKNII(v). W efekcie v jest korzeniem swojego drzewa pomocni-
czego. Wtedy korzen r drzewa reprezentowanego jest skrajnie lewym potomkiem v w drze-
wie pomocniczym. Podazamy skranie lewa Sciezka, znajdujemy r, wykonujemy splay(r) i
zwracamy .

2.5 Operacja CUT(v)

Wykonujemy DOTKNII(v). W rezultacie wszystkie elementy wyzsze niz v drzewie reprezen-
towanym pojawiaja sie¢ w lewym poddrzwie v. Wystarczy juz tylko odcigé lewe poddrzewo
v (staje sie ono osobnym drzewem Link-Cut).

2.6 Operacja LINK(v, w)

Wykonujemy DOTKN1J(v) i DOTKNILI(w). Wierzcholek v jest korzeniem drzewa reprezen-
towanego a wiec w drzewie Link-Cut ma puste lewe poddrzewo. Po wykonaniu operacji v
powinien by¢ preferowanym synem w w drzewie reprezentowanym (natomiast v nie powi-
nien mieé¢ preferowanego syna). A wiec wystarczy podtaczy¢ w jako jako lewego syna v w
drzewie Link-Cut.

2.7 Analiza zlozonosci

Jest jasne, ze ztozonos¢ operacji LINK i CUT jest taka sama jak operacji DOTKNIJ, na-
tomiast dla operacji ROOT jest to czas DOTKNIJ plus zamortyzowany czas O(logn), co
wynika z wlasnosci drzew splay. A wiec w dalszym ciagu skupimy sie na analizie ztozonosci
operacji DOTKNIJ.

2.7.1 Ograniczenie O(log”n)

Operacja DOTKNLI(v) wykonuje k + 1 operacji splay, gdzie k jest liczba zmienionych pre-
ferowanych synow na Sciezce od v do korzenia. Najpierw pokazemy, ze zamortyzowana
liczba takich zmian jest O(logn) da to od razu ograniczenie O(log”n), ktore pozniej
poprawimy.

Uzyjemy ciekawej techniki dekompozycji ciezko-lekkiej. Niech v bedzie synem w oraz
oznaczmy przez size(x) rozmiar poddrzewa o korzeniu w z. Powiemy, ze krawedz od (v, w)
jest ciezka, gdy size(v) > isize(w). Gdy krawedz nie jest ciezka to jest lekka. Oczywiscie
dowolny wierzchotek ma co najwyzej jedng ciezka krawedz do syna. Mowiac o krawedziach
lekkich i ciezkich odnosimy sie tu do drzew reprezentowanych.

Zauwazmy, ze podczas jednej operacji DOTKNIJ co najwyzej log, n lekkich krawedzi
stalo sie preferowanymi, poniewaz na dowolnej $ciezce od korzenia w dot moze by¢ co naj-
wyzej log, n lekkich krawedzi. A wiec catkowita liczba zmian krawedzi preferowanych na
krawedz lekka jest O(mlogn), gdzie m to liczba wykonanych operacji. Pozostaje obliczy¢
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liczbe zmian krawedzi preferowanych na ciezkie. Zastano6wmy sie nad zyciem pewnej kra-
wedzi e od syna v do ojca u. Rozwazmy dwa kolejne zdarzenia ,,e byta ciezka i stata sie
preferowana”. Miedzy tymi zdarzeniami musiato zaj$¢ jedno z trzech zdarzen:

(A) e byta preferowana i przestala byé ciezka,
(B) e byta ciezka i przestala by¢ preferowana, bo inny syn u stal sie preferowany
(C) e byta ciezka i przestala by¢ preferowana, bo u przestal mie¢ preferowanego syna.

Zauwazmy, ze caltkowita liczba zmian krawedzi preferowanych na ciezkie jest ogracznona
przez catkowita liczbe zdarzen (A), (B) i (C) powiekszong o catkowita liczbe krawedzi
podczas ciagu operacji, czyli m. Jesli zaszto zdarzenie (A) to oznacza, 7e usunieto pewne
poddrzewo w poddrzewie v (sytuacja gdy dodano pewne poddrzewo w poddrzewie innego
syna u odpada, bo wtedy e nie jest preferowana!). Ale podczas takiego usuniecia wszystkie
pojawiajace sie zdzarzenia (A) sa na jednej Sciezce do korzenia, a poniewaz moze by¢ <
log n lekkich krawedzi na takiej $ciezce, catkowita liczba zdarzen (A) jest O(mlogn). Jesli
zaszlto zdarzenie (B), to wiemy, 7ze rownoczesnie pewna lekka krawed7 stata sie preferowana,
a liczbe takich zdarzen juz oszacowalismy przez O(mlogn). Wreszcie, zdarzenie (C) ma
miejsce tylko raz podczas operacji DOTKNILI, a wiec catkowita liczba tych zdzarzen jest
O(m). Tak wiec dostaliémy catkowita liczbe zmian krawedzi preferowanych O(mlogn).

2.7.2 Ograniczenie O(logn)

Uzyjemy metody potencjalu. Podobnie jak przy analizie drzew splay, niech s(v) bedzie
rozmiarem poddrzewa v w drzewie Link-Cut (krawedzie drzew splay i krawedzie $ciezka-
korzen traktujemy tu tak samo). Potencjal definiujemy jako ® = > logs(v). Operacja
DoTkNI1J wykonuje pewna liczbe operacji splay, idac w gore drzewa. Poniewaz potencjat
zdefiniowalismy tak samo jak w drzewach splay, mozemy uzy¢ Lematu o Dostepie (patrz
wyktad o drzewach splay) — to nic, ze tutaj drzewo nie jest biarne, mozemy udawac ze jest
binarne dodajac wage drzew podczepionych wskaznikami $ciezka-ojciec do wierzcholtkow
drzewa binarnego. A wiec koszt jednej operacji splay(v) jest rowny:

cost = 3(log s(u) — logs(v)) + 1

gdzie u jest korzeniem w drzewie pomocniczym zawierajacym v. Zauwazmy, ze operacja
zmiany preferowanego syna nie zmienia struktury (topologicznej) drzewa Link-Cut, a wiec
potencjal tez pozostaje ten sam. Zawuazmy, ze jesli w jest ojcem w drzewie Link-Cut
korzenia drzewa pomocniczego zawierajacego v i u, to s(v) < s(u) < s(w), a wiec jesli
dodamy koszty wszystkich operacji splay to dostaniemy sume teleskopowa ograniczong
przez

3(log s(korzeni drzewa repr.) — log s(v)) + O(liczba zmian pref. krawedzi)

a to jest 7 kolei ograniczone przez O(logn). Zeby zakoniczy¢ analize potrzeba jeszcze spraw-
dzi¢ co sie dzieje z potencjatem podczas podczepiania i odtaczania drzew w operacjach LINK
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i CUT. Przy podtaczaniu rosnie rozmiar tylko jednego wezta (ojca), o co najwyzej n, a wiec
potencjal rosnie o O(logn). Podczas odlaczania potencjal maleje. A wiec zamortyzowany
czas LINK i CUT takze jest taki sam jak zamortyzowany czas DOTKN1J, czyli O(logn).

3 Zastosowanie do problemu LCA

Drzewa link-cut mozna zastosowa¢ do dynamicznej wersji problemu LCA: w tej wersji
struktura danych ma utrzymywaé dynamiczny las (tzn. dostepne sa operacje LINK i CUT)
oraz przetwarzaé¢ zapytania LCA (u,v) (znajdz najnizszego wspolnego przodka weztow u i
v. W tym celu uzywamy zwyklych drzew Link-Cut. Operacje LCA implementujemy w
ten sposob, ze wykonujemy DOTKNIJ(u), a nastepnie DOTKNILI(v). Zwracamy pierwszy
wierzchotek odwiedzony podczas wykonywania DOTKN1I(v), ktory znajduje sie w drzewie
pomocniczym zawierajacym u. W ten sposob otrzymujemy strukture danych o rozmia-
rze O(n), na ktorej mozna wykonywaé wszystkie operacje w czasie O(logn). (Nalezy to
porownaé ze statyczna struktura danych LCA, ktora miala rozmiar O(n) i przetwarzata
zapytania w czasie stalym).

4 Zastosowanie do problemu maksymalnego przeplywu

4.1 Rozszerzenie problemu

Na potrzeby problemu maksymalnego przepltywu rozszerzymy nasz problem drzew dyna-
micznych i pokazemy, ze latwo jest wzbogaci¢ drzewa Link-Cut tak, zeby rozwiazywaty
takze rozszerzony problem.

Dodatkowo zaktadamy, ze kazdy wierzchotek w lesie przechowuje pewng liczbe rzeczy-
wista, ktorg bedziemy nazywacé kosztem. Do istniejacych operacji dodajemy:

e CosT(v) Zwraca koszt wierzchotka v.

e MIN(v) Zwraca wierzcholek o najmniejszym koszcie na $ciezce od v do korzenia
drzewa zawierajacego v. Sposrod wielu wierzchotkow o najmniejszym koszcie wybiera
ten najblizszy korzenia (to wazne!).

e ADDCOST(v,z) Dodaje z do kosztow wszystkich wierzchotkow na $ciezce od v do
korzenia.

Niech cost(z) oznacza koszt z, a mincost(z) oznacza najmniejszy koszt wierzchotka w
poddrzewie z. Zauwazmy, ze przechowujac mincost w weztach drzewa Link-Cut operacja
sc Min(v) staje sie prosta: po wykonaniu DOTKN1J(v) wystarczy i$¢ w dot w lewym pod-
drzewie v wybierajac zawsze galaz 7z mniejsza wartosciag mincost, a w przypadku remisoéw
is¢ w lewo. Ale to nie ulatwia nam operacji ADDCOST. Zamiast tego, kazdy wierzchotek
drzewa Link-Cut przechowuje dwie liczby:
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o Acost(x), ktory jest rowny cost(x) — cost(p(z)) gdy x nie jest korzeniem drzewa
pomocniczego i cost(z) gdy jest.

e Amin(x) = cost(z) — mincost(x).

Zauwazmy, ze przy tej reprezentacji takze mozemy efektywnie wykona¢ MIN, bo poruszajac
sie w dot od korzenia mozemy w czasie stalym wylicza¢ wartosci cost i mincost odwiedza-
nych weztow i ich synow. Teraz addcost(v,z) sprowadza sie do wykonania DOTKN1J(v) i
dodania x do Acost(v).

Pozostaje jeszcze opisaé jak uaktualnia¢ wartosci Acost i Amin po wykonaniu rotacji
i operacji zmiany preferowanego syna. Rozwazmy najpierw operacje rotacji v i w jak na
rysunku ponizej:

Wtedy:

Acost’(v) = Acost(v) + Acost(w),

Acost'(w) = —Acost(v),

Acost'(b) = cost(b) — cost(w) = Acost(b) + cost(v) — cost(w) = Acost(b) + Acost(v),
) = max{cost(w) — cost(w), cost(w) — mincost(b), cost(w) — mincost(c)}

= max{0, Amin(b) — Acost’(b), Amin(c) — Acost(c)},

Amin’(v) = max{0, Amin(a) — Acost(a), Amin'(w) — Acost’(w)}.

Amin’(w

Opiszmy takze jak zmieniaja sie wartosci przechowywanych wartosci, podczas zamiany
preferowanego syna. Niech w bedzie korzeniem drzewa pomocniczego, a u jego prawym
synem w drzewie pomocniczym. Niech v bedzie korzeniem (innego) drzewa pomocniczego
zawierajacym wskaznik Sciezka-ojciec do w. Wtedy po zmianie prawego syna w na v nalezy
zmienié¢ jak nastepuje:

Acost’(v) = Acost(v) — Acost(w),

Acost'(u) = Acost(u) + Acost(w),

Amin'(w) = max{cost(w) — cost(w), cost(w) — mincost(left(w)), cost(w) — mincost(v) }
= max{0, Amin(left(w)) — Acost(left(w)), Amin(v) — Acost'(v)}.

4.2 Algorytm Dinica

Zaktadamy, ze czytelnik zna problem znajdowania maksymalnego przepltywu i podstawowe
pojecia zwigzane 7 ta tematyka (graf residualny, Sciezka powiekszajaca, twierdzenie o mak-
symalnym przeplywie i minimalnym przekroju itd.) — sg one opisane w ksiazce Cormena,
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Leisersona i Rivesta ,Wprowadzenie do algorytméw”. Przyjmiemy oznaczenia z tej ksiazki,
w szczegOlnosci:

e Dla dowolnych u, v przez ¢(u,v) > 0 oznaczamy przepustowosé krawedzi (u, v). (Gdy
(u,v) & E to c(u,v) =0).

e f(u,v) oznacza przepltyw po krawedzi od u do v.

o cp(u,v) = c(u,v) — f(u,v) jest przepustowoscia residualng, a sie¢ indukowana przez
niezerowe przepustwowsci residualne oznaczamy przez Gy i nazywamy siecia residu-
alng.

o Sciezka powiekszajgca jest dowolna §ciezka od s do t w sieci Gy.

e Krawed? u — v jest nasycona, gdy f(u,v) = c(u,v).

4.2.1 Graf warstwowy

Niech G bedzie siecig o Zrodle s i ujéciu t. Niech f bedzie przeptywem w G. Zdefiniujmy
graf warstwowy Ly jako podgraf grafu Gy taki, ze (u,v) € E(Ly) wtedy i tylko wtedy
gdy dg,(s,v) = dg,(s,u) + 1. Innymi stowy krawedz e = (u,v) € E(Ly) wtedy i tylko
wtedy gdy e zawiera si¢ w pewnej najkrotszej Sciezce od s do v w grafie G¢. Graf Ly tatwo
utworzy¢ w czasie O(n + m) korzystajac z BFS-u:

1. Uruchamiamy BFS z s i obliczamy odlegtosci wszystkich wierzchotkow od s

2. Dla kazdej krawedzi (u,v) sprawdzamy, czy dg,(s,v) = dg,(s,u) + 1 i jesli tak,
dodajemy ja do grafu.

4.2.2 Schemat algorytmu Dinica

Przeptywem blokujgcym w Ly nazywamy dowolny przeptyw w L, taki, ze kazda Sciezka
od s do t w Ly zawiera krawedz nasycona. Teraz mozemy juz podac¢ schemat algorytmu
Dinica:

J <0

dopdki w L istnieje Sciezka od s do ¢
znajdz przeptyw blokujacy f* w L;
f—f+r

Mozemy powiedzieé, ze algorytm Dinica sktada sie z faz, a kazda faza polega na skon-
struowaniu grafu Ly i znalezieniu w nim przeptywu blokujacego. Poprawnos¢ algorytmu
Dinica wynika natychmiast z twierdzenia o maksymalnym przeptywie i minimalnym prze-
kroju (po zakonczeniu algorytmu nie ma juz §ciezek powiekszajacych).

Glowna sita algorytmu Dinica wynika z nastepujacego faktu:
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Fakt 1. Po kazdej fazie algorytmu Dinica odlegtosé od s do t w sieci residualnej rognie.
Dowdd. (Cwiczenie.) 0

Powyzszy fakt gwarantuje, ze algorytm Dinica wykona nie wiecej niz n — 1 faz.

4.2.3 Znajdowanie przeplywu blokujacego: algorytm Dinica

Opiszemy teraz oryginalny algorytm Dinica znajdowania przeptywu blokujacego w sieci
warstwowej. Oznaczmy znajdowany przeplyw blokujacy przez f*. Algorytm bedzie obli-
czal f*1ipodczas swojego dziatania bedzie modyfikowal sie¢ Ly (usuwajac krawedzie). Al-
gorytm uzywa zmiennej v (wierzchotek, w ktorym jesteSmy) oraz w p przechowuje pewna
Sciezke od s. Poczatkowo ktadziemy f* <« 0, p « () oraz v < s. Nastepnie, dopdki jest to
mozliwe wykonujemy jedna z dwoch operacji: Advance lub Retreat. Operacje Retreat wy-
konujemy tylko wtedy, gdy nie mozemy juz wykonaé¢ Advance. Operacje Advance mozemy

.....

oile v # s.

Advance:
w «— dowolny wierzchotek taki, ze (v,w) € Ly
Push(p, w)
v w
if w =1t /* znaleziono Sciezke powiekszajaca */
while p # ()
Z < najmniejsza przepustowos¢ ¢y na Sciezce p
u «— Pop(p)

[ (u,v) = f*(u,0) + @
cr(u,v) — cp(u,v) —x
if ¢f(u,v) =0 then Usun krawedz (u,v) z grafu
ve—u
Vs

Retreat:

u «— Pop(p)

Usun krawedz (u,v) z grafu
ve—u

Jest jasne, ze powyzszy algorytm znajdowania przepltywu blokujacego jest poprawny
(¢wiczenie). Oznaczmy przez n liczbe wierzchotkow sieci a przez m liczbe krawedzi. Ope-
racji Retreat wykonujemy co najwyzej m. Podczas operacji Advance przechodzimy z wierz-
chotka v do wierzchotka w, ktory znajduje sie w nastepnej warstwie. Operacje Advance
mozemy podzieli¢ na dwa rodzaje: takie, ze krawedz (v, w) wejdzie w sktad $ciezki powiek-
szajacej i takie, ze kraweds (v, w) zostanie usunieta podczas Retreat. Operacji drugiego
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rodzaju jest co najwyzej m (tyle razy krawedzie sa usuwane). Sciezek powiekszajacych
znajdujemy co najwyzej m (bo taka $ciezka zawiera przynajmniej jedna krawedz nasy-
cona, ktora jest usuwana), natomiast dtugosc¢ takiej sciezki to co najwyzej n. Stad operacji
pierwszego rodzaju jest O(mn).

Wnhniosek 1. Algorytm Dinica znajduje przeptyw blokujacy w czasie O(mn). Caty algorytm
znajdowania maksymalnego przeptywu dziata wtedy w czasie O(mn?).

4.2.4 Znajdowanie przeplywu blokujgcego: algorytm Tarjana i Sleatora

Sleator i Tarjan zaproponowali, aby przeplyw blokujacy znajdowaé¢ wykorzystujac drzewa
Link-Cut. Wierzchotki sieci warstwowej beda weztami drzew Link-Cut (w szczegolnodci
jeden wierzchotek nalezy do co najwyzej jednego drzewa). W danej chwili dla dowolnego
wierzchotka v istnieje co najwyzej jedna krawedz wychodzaca z v, ktora znajduje sie w
pewnym drzewie Link-Cut (chodzi o drzewo reprezentowane). Kazdy wierzchotek v rozny
od korzenia ma koszt rowny przepustowosci aktualnej residualnej krawedzi (v, p(v)), gdzie
p(v) jest ojcem v w drzewie reprezentowanym.

Na poczatku kazdy wierzchotek jest osobnym drzewem. Podczas dziatania algorytmu
drzewa taczone sg w wieksze drzewa. Od momentu wstawienia pewnej krawedzi do drzewa
(za pomoca LINK), jej aktualna przepustowos¢ zapamietana jest jedynie w drzewie Link-
Cut. W chwili, gdy powstanie drzewo, ktorego lisciem jest s a korzeniem t, takie drzewo
zawiera Sciezke powiekszajaca, po ktorej przesytany jest przeptyw. Przestanie przeplywu
realizujemy przez zmniejszenie przepustowosci krawedzi residualnych na $ciezce (operacja
ADDCOST) i krawedzie o przepustowosci 0 sa usuwane (FINDMIN i CUT). W ten sposob
drzewo rozpada sie na kilka (przynajmniej 2) drzew. W sytuacji, gdy 7 korzenia v pewnego
drzewa nie ma juz w grafie krawedzi wychodzacych, obliczamy koszty (aktualne przepusto-
wosci residualne) wszystkich krawedzi wchodzacych do v i usuwamy je 7 grafu. Dla kazdej
takiej krawedzi (u, v) réznica poczatkowej przepustowosci ¢s(u, v) i aktualnej przepustowo-
$ci daje na koricu wartosé przeplywu blokujacego f*(u,v). Algorytm ponownie wyrazimy
jako pare operacji Advance i Retreat.

Jak juz napisaliémy, zaczynamy od utworzenia drzewa Link-Cut dla kazdego wierz-
chotka. Nastepnie wykonujemy:
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Algorytm:
[P0
while True
v« ROOT(s)
if v =1 /* jest Sciezka powiekszajaca */
w «— MIN(s)
AppCosT(s, —CosT(w))
while CosT(w) = 0
Usun (w, p(w)) z Ly.
JH(w, p(w)) — ¢f(w, p(w))
Cut(w)
w «— MIN(s)
else
if (v,w) € Ly dla pewnego w
Advance
else /* nie ma krawedzi wychodzacych z v */
ifv=s
dla kazdej krawedzi (u,v) w kazdym drzewie Link-Cut:
[ (u,v) — cf(u,v)—CosT(u)
ZATRZYMAJ algorytm.
else
Retreat

Advance:

w <« dowolny wierzchotek taki, ze (v, w) € Ly
ADDCOST(v, ¢f(v, w))

LINK(v,w)

Retreat:

for each (u,v) € Ly
[ (u,v) — cf(u,v)—CosT(u)
Cut(u)
Usun (u,v) z Ly.

Fakt 2. Algorytm Tarjana-Sleatora znajduje przeptyw blokujacy w czasie O(mlogn).
Caly algorytm znajdowania maksymalnego przeptywu dziata wtedy w czasie O(mnlogn).

(Dowdd jako éwiczenie).
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