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Zatozmy, ze mamy dwa algorytmy dla tego samego problemu i oba sg po-
prawne. Ktory z nich jest szybszy? Od razu powstaje pytanie: jak zmierzy¢
czas dziatania algorytmu? Cho¢ informacja ze nasz algorytm dziala tyle a
tyle minut na pewnym komputerze dla pewnych danych wejsciowych daje
nam jakie$ pojecie o jego skutecznodci, jest to jednak informacja bardzo nie-
pelna. Po pierwsze nie mamy gwarancji ze na innych danych (nawet tego
samego rozmiaru) ktore moga sie pojawi¢ nasz algorytm nie bedzie dziatal
znacznie wolniej. Po drugie, nie mamy zadnego wyobrazenia na temat za-
chowania sie algorytmu dla wickszych danych. Po trzecie wreszcie, wraz z
postepem technologii pojawiaja sie kolejne generacje komputeréw i tego typu
informacja szybko sie dezaktualizuje.

Rozwazmy konkretny przyktad algorytmu. Dana jest tablica liczb natu-
ralnych a[l..n], uporzadkowana niemalejaco. Nalezy sprawdzi¢, czy a zawiera
dang liczbe z. Uzyjemy klasycznego algorytmu wyszukiwania binarnego. 7
grubsza rzecz biorac, nasladuje on wyszukiwanie numeru w ksiazce telefonicz-
nej, ale takiej, w ktorej nie mamy zadnej pewnosci czy istniejg np. jakiekol-
wiek nazwiska zaczynajace si¢ na a. Zaczynamy od poréwnania x z a[|n/2]].
Jesli mieliSmy szczescie, znalezlismy z i koriczymy. Jesli z < a[|n/2]], wiemy
ze mozemy ograniczy¢ poszukiwania do a[l..|n/2] —1], a w przeciwnym przy-
padku do a[|n/2] + 1..n]. Powiedzmy, ze zdarzy! sie ten ostatni przypadek.
Mamy do czynienia z takim samym problemem, tylko o potowe mniejszym.
Postepujemy wiec tak samo jak poprzednio, czyli poréwnujemy x z elemen-
tem $rodkowym ciagu a[|n/2| + 1],...,a[n]. Ponownie albo znajdujemy z,
albo redukujemy przetrzen poszukiwan o potowe, itd. W konicu moze sie
zdarzy¢, ze przestrzen poszukiwan stanie sie pusta — wtedy konczymy ze
stwierdzeniem, ze x nie ma w tablicy.



Jesli chcemy uniezaleznié¢ nasza miare czasu dziatania algorytmu od kon-
kretnych danych, to innymi stowy chcemy rozwazy¢ wszystkie mozliwe ze-
stawy danych. Zwykle algorytmy dziataja dtuzej dla wiekszych danych. Stad
naturalny pomyst: jako miare zlozonosci (szybkosci) algorytmu przyjmiemy
maksymalny czas dziatania algorytmu dla danych rozmiaru n. Jest to tzw.
ztozono$é pesymistyczna. Widzimy, ze jest to funkcja postaci 7' : N — N.
Sprobujmy znalezé funkcje T' dla wyszukiwania binarnego, ale zamiast czasu
bedziemy zlicza¢ poréwnania z i elementoéw tablicy a. Jest dosy¢ jasne, ze po-
rownan jest najwiecej, gdy x nie ma w tablicy — algorytm konczy dziatanie
dopiero gdy przedzial jest pusty. Widzimy wiec, ze spelniona jest zalezno$c¢
rekurencyjna T'(n) = 1+T(|n/2]) oraz T'(0) = 0. Podstawmy n = 2%. (Gdy
n nie jest potega 2 bierzemy pierwsza taka potege wieksza od n). Mamy
wtedy T(2F) = 1+ T(2F1) =1+1+T(2"?) = ... = k + 1. Dostalismy
zatem T'(n) = log, n+1 gdy n jest potega 21 T'(n) = [logy, n]+1 w ogodlnosci.

Funkcja T'(n) ktora okreslilismy przed chwila, unika wszystkich trzech wy-
mienionych wad ,podejscia ze stoperem™ nie zalezy od konkretnych danych,
mozemy obliczy¢ jej wartos¢ dla dowolnych, nawet bardzo duzych wartosci n
i nie zalezy od wtasciwosci sprzetu. Pozostal do wyjasnienia jeden problem:
czy ma jaki$ zwiazek z prawdziwym” czasem wykonania algorytmu na kon-
kretnym komputerze? Na szczescie ma. Na kazdy program uruchamiany w
komputerze mozemy patrze¢ jak na ciag tzw. instrukcji maszynowych (np.
poréwnanie, dodanie dwoch liczb, przypisanie itd). Kazda taka instrukcja
maszynowa ma $cisle okreslony czas wykonania (powiedzmy, w nanosekun-
dach). Patrzac na algorytm wyszukiwania binarnego widzimy, ze pomiedzy
dowolnymi dwoma poréwnaniami wykonywana jest pewna ograniczona liczba
instrukcji maszynowych. Ich czas mozemy wiec ograniczy¢ przez pewna stata
(powiedzmy, ze dla naszego komputera jest to 1,23 milisekundy). Otrzyma-
libyémy jako wniosek, ze ,prawdziwy” czas dzialania algorytmu nie przekra-
cza 1,23 - ([logyn]| + 1) milisekund. Nasza funkcja T'(n) reprezentuje wiec
Sprawdziwy” czas, tyle ze z doktadnoscig do statej przez ktora trzeba ja prze-
mnozy¢. Ta stata jest z wielu powodow ktopotliwa — jak widzielismy, zalezy
od uzytego sprzetu a jej doktadne obliczenie bytoby niezwykle Zzmudne.

W wielu przypadkach stata przed funkcja zlozonosci jest po prostu nie-
istotna. Wyobrazmy sobie, ze wyszukiwanie binarne poréwnujemy z naiw-
nym algorytmem, ktory po prostu sprawdza kolejno komorki tablicy od all]
do a[n]. Powiedzmy, ze udalo nam sie oszacowaé czas algorytmu naiwnego
na co najmniej 0,3n milisekund. Cho¢ 0,3 < 1,23 to np. dla n = 1000
mamy 1,23 ([logyn] +1) =1,23-11 < 0,3 - 1000. By¢ moze dla pewnych
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malych wartosci n algorytm naiwny jest lepszy od wyszukiwania binarnego,
te wartosci nas jednak nie interesuja — wtedy oba algorytmy dzialaja bar-
dzo szybko. Dlatego podajac ztozono$é algorytmu, stata te pomija sie. Z
tych samych powodow pomijamy takze sktadnik ,+1” (nawet gdyby bylto to
,»+1007).

W podrecznikach algorytmiki ztozonosé czasowa wyszukiwania binarnego
zapisuje sie jako O(logn). Jest to notacja asymptotyczna lub notacja duzego
O. Chyba czas juz na dokladna definicje. Mowimy, ze f(n) = O(g(n)),
gdy istnieja takie state ¢ i ng, ze dla n > ngy zachodzi f(n) < ¢ - g(n).
Dla przyktadu, 1,23 - ([logyn] + 1) = O(logyn), gdyz mozemy wzia¢ np.
¢ =51ng =2 Oto wigcej praykladow: tn? +100n = O(n?), n = O(n?),
1001logy n+10 = O(n), logyyn = O(logy n), n2™ = 0(2.001"). Podumowujac,
piszac, ze zlozonos¢ czasowa jakiegos algorytmu jest O(g(n)) mamy na mysli,
ze czas jego wykonania dla danych rozmiaru n nie przekracza f(n) sekund,
dla pewnej funkcji f spelniajacej f(n) = O(g(n)).

Czy mozna wyszukiwaé liczby w posortowanej tablicy lepiej niz wyszuki-
waniem binarnym? W dowolnej chwili wykonania algorytmu istnieje pewien
przedzial [i, j] indeksow a, w ktorym liczba x moze sie znajdowaé. Po wyko-
naniu poréwnania x z pewnym elementem tablicy a[k] ten przedzial zmiejsza
sie do [i, k — 1] lub [k + 1, j]. Widzimy jednak, ze dla konkretnego algorytmu
i tablicy a mozemy tak ztosliwie dobraé¢ z, zeby przy kazdym poréwnianiu
x byt w wiekszym z tych dwoch przedzialow, a wiec przedziat, w ktéorym x
moze sie znajdowac zmniejszal sie co najwyzej dwukrotnie. Ta argumentacja
prowadzi do dowodu, ze kazdy algorytm musi wykonac¢ co najmniej log, n+1
porownan w najgorszym przypadku. Wiele os6b blednie pisze w takiej sy-
tuacji ,ztozonosé dowolnego takiego algorytmu jest co najmniej O(logn)”,
cho¢ przeciez w definicji ,duzego O” mowa jest o gébrnym ograniczeniu. Takie
zwyczaje irytowaly Donalda Knutha, dlatego w 1976 roku wprowadzit analo-
giczne notacje 2 1 ©. Mianowicie f(n) = Q(g(n)), gdy istnieja takie stale ¢ i
no, ze dlan > ng zachodzi f(n) > c¢-g(n). Poprawnie jest wiec powiedzie¢, ze
kazdy algorytm wyszukujacy w posortowanej tablicy dang liczbe za pomoca
poréwnan ma ztozonosé Q(logn). Mozemy tez powiedzie¢, ze istnieja dane,
dla ktorych algorytm naiwny dziata w czasie (n). Wreszcie, w sytuacji
gdy f(n) = O(g(n)) i f(n) = Qg(n)), piszemy f(n) = O(g(n)). Mozemy
wiec powiedzieé, ze ztozonos$¢ pesymistyczna wyszukiwania binarnego wynosi

O(logn).



